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Predgovor

Pri predmetu Logika in mnozice v prvem letniku studija matematike na
Fakulteti za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani se $tudenti u¢ijo osnov
matemati¢nega izrazanja—kako beremo in piSemo matemati¢no besedilo in
simbolni zapis—hkrati pa spoznavajo temelje matemati¢ne logike in teorije
mnozic. Pred $tudenti matematike je torej tezka naloga uciti se novo snov v
novem zargonu.

Da bo u¢benik v pomo¢, bomo pri matemati¢nem izrazanju bolj natanéni,
kot je to obi¢ajno za matemati¢no besedilo. Pojasnjevali bomo, kako matema-
tiki piSejo, govorijo in razmisljajo v praksi ter marsikaj raje zapisali na dolgo,
da bo zacetniku bolj prijazno. Bliznjice, ki jih ubirajo izku$eni matematiki,
bomo vpeljali zlagoma, hkrati pa opozarjali na nedoslednosti, ki so ve¢inoma
ostanki zgodovinskega razvoja matematike in ki se jim matemati¢na tradicija
stezka odrece. Ne zamerite nam, ¢e dobrohotno ponudimo $e kak nasvet o
$tudiju matematike.

Zahvala. Za pomoc pri urejanju zapiskov in opozarjanje na napake se
zahvaljujeva studentkam in studentom: Luka Debevc, Milan Djakovié¢, Matija
Fajfar, Ema Grmsek, Miha Gyergyek, Peter Jereb, Jan Kastelic, Jan Malej,
Matej Marinko, Jan Pantner, Luka Ponikvar, Lev Rus, Jakob Schrader, Matija
Sirk, Matej Safari¢, Gal Zmazek, Marjetka Zupan, Patrik Znidarsi¢ in vsi, ki
sva jih pozabila omeniti. Vse preostale napake so najina last.

Andrej Bauer in Davorin Le$nik
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1

Osnovno o mnozicah in preslikavah

Temeljni gradniki sodobne matematike so mnoZzice, ki so skupki ali zbirke
matemati¢nih objektov, lahko spet mnozic. Vsaka mnozica sestoji iz ele-
mentov in je z njimi natan¢no dolocena. Kadar je a element mnozice M, to
zapiSemo

aeM

in beremo »a je element M« ali »a pripada M«. Slisali boste tudi »a je vsebovan
v M, a to rabo odsvetujemo, ker tudi A € M beremo » A je vsebovan v M«.

V splosni razpravi o mnozicah, ki bi presegala meje oZje matematicne
vede, bi se opirali na zgodovinski in druzbeni kontekst, jezikovni izvor in
rabo besed ‘mnozica’, ‘skupek’ in ‘zbirka’, kognitivno analizo, eksperimente,
filozofijo itn. Vsi ti vidiki so za matematike izjemno koristni, saj iz takih ‘pred-
matemati¢nih’ obravnav ¢rpamo sveZze zamisli in matematiko naredimo zares
uporabno. Ko pa delujemo znotraj matematike, zunanje vplive odmislimo in
se zanaSamo le Se na pravila logi¢nega sklepanja in dogovorjene matemati¢ne
zakone, da ne prihaja do nejasnosti in dvomljivih sklepov.

Kot matematiki lahko ustvarimo taksen ali drugacen pojem mnozice in pri
tem imamo popolno svobodo. Se mnozica lahko spreminja ali vedno vsebuje
iste elemente? Je pomemben vrstni red elementov v mnoZici? Sme mnozica
biti element same sebe? Ali morajo biti elementi mnozice izra¢unljivi? To so
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4 OSNOVNO O MNOZICAH IN PRESLIKAVAH

vpra$anja, ki nimajo enoznac¢nega odgovora. In res je znanih ve¢ med seboj
nezdruzljivih zvrsti teorije mnozic, ki matemati¢no opredeljujejo razli¢ne
vidike obi¢ajnega razumevanja besede ‘mnozica’. Mi bomo spoznali tisto, ki
jo uporablja velika ve¢ina matematikov.

Se enkrat poudarimo, da ima vsakdo, $e posebej pa mladi um, popolno
svobodo matemati¢nega ustvarjanja. Zelite razmisljati o drugaénih mnozicah,
ki ne zado$¢ajo pravilom iz tega uc¢benika? Ali pa o $tevilih, ki zados¢ajo
zakonu x + x = 0? O geometriji, v kateri skozi tocko lahko potegnemo
dve vzporednici k dani premici? Kar dajte! Pri tem vas le prosimo, celo
zahtevamo, da razmisljate temeljito, vztrajno in globoko, da ste iskreni do
sebe in ostalih ter da svoje zamisli in spoznanja predstavite na matematikom
razumljiv nacin.

1.1 Pravilo ekstenzionalnosti

Zamisel, da je mnozica natan¢no dolocena s svojimi elementi, izrazimo z

matemati¢nim zakonom, ki mu pravimo pravilo ekstenzionalnosti:

Pravilo 1.1 (Ekstenzionalnost mnozic). MnoZici sta enaki, ¢e vsebujeta iste
elemente.

Kaj pravzaprav pomeni, da je to »pravilo«, » matematicni zakon« ali » na-
Celo«? So ga razglasili v parlamentu, je to zakon narave, ali morda dogma, ki
jo je razglasil profesor na predavanjih? Bodo tisti, ki pravila ekstenzionalnosti
ne spostujejo, delezni lesnikove masti? Ne. Matemati¢ni zakoni so dogovori,
nekaksna pravila matemati¢ne igre. Skozi ¢as so se uveljavila tista, ki so bila
uporabna v naravoslovju in tehniki, ali pa so v njih matematiki prepoznali
notranjo lepoto in lastno uporabno vrednost.

V matematiki je izbor besed, s katerimi poimenujemo pojme, hkrati po-
memben in nebistven. S povsem ¢loveskega stalis¢a je pomembno, da iz-
biramo besede, katerih predhodni vsakdanji pomen nakazuje matemati¢ni
pomen. Hkrati je izbor besed nebistven, saj strukturo, lastnosti in povezave
med matemati¢nimi objekti dolocajo izklju¢no dogovorjeni matematic¢ni za-
koni in ne raba besed izven polja matematike. Ce bi se dogovorili, da namesto
besed ‘mnoZica’ in ‘element’ govorimo ‘zbor’ in ‘Clan’, ali celo ‘morje’ in ‘riba’,
se matemati¢na vsebina teorije morja ne bi ¢isto ni¢ spremenila. Ceprav se
to slisi zabavno, ne gre izzivati svojih stanovskih kolegic in kolegov.
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1.2 KONCNE MNOZICE 5

1.2 Konéne mnozice

Vrnimo se k na$im mnoZzicam. Pravilo ekstenzionalnosti nam pove, da lahko
mnozico podamo tako, da natan¢no opredelimo njene elemente. A to ne
pomeni, da mnoZica obstaja, brz ko jo lahko natan¢no opredelimo! Ta pot
vodi v protislovje, ki ga je odkril Bertrand Russell' na zacetku 20. stoletja
in ga bomo obravnavali v razdelku ??. Iz zagate so se matematiki resili s
previdno izbranimi pravili, ki dolo¢ajo dopustne konstrukcije mnozic.

Posebej preprosta konstrukecija zdruzi kon¢en nabor matemati¢nih objek-
tov v mnozico. Na primer, ¢e so a, b in ¢ matemati¢ni objekti, potem lahko
tvorimo mnozico

{a,b,¢c}

katere elementi so natanko a, b in ¢. To pomeni, da za vsak matemati¢ni
objekt x velja

x €{a,b,c}, Ceinsamo e x =aalix =balix =c.

Fraza »Ce in samo ¢e« pomeni:

1. éex=aalix =balix =c potem x € {a,b, ¢} in
2. ex €{a,b,c},potemx =aalix =balix=c

Prva trditev zagotavlja 1+1 € {1, 2, 3}, ker velja vsaj ena od moznosti: 1+1 =1
alil+1=2ali1+1=3. Iz druge trditve sledi, da 5 € {1, 2, 3} ne velja, ker
ne velja nobena od moZnosti: 5=1ali5 =2ali5 = 3.

Poskusimo zapisati splo$no pravilo, ki zajema zgornje primere.

Pravilo 1.2. Za poljuben konéen nabor objektov a,b, ...,z je {a,b, ..., z} mno-
Zica, katere elementi so natanko objekti a, b, ..., z.

Za trenutek ustavimo tok misli in opozorimo, da zapis s tropi¢jem ‘... ni
dovolj natancen, saj dopusc¢a dvoumnosti. Denimo, so elementi mnozice

{3,5,7,...,31},

liha stevila med 3 in 31, ali samo prastevila? Kljub temu tak zapis uporabljamo,
ker v praksi bralec ve¢inoma pravilno ugane, kaj je bilo misljeno, saj imamo
ljudje zelo podobne sposobnosti prepoznavanja vzorcev. Z matemati¢nega
vidika pa to ni dopustno, ker lahko tropi¢je vedno razumemo na vec¢ nacinov.

'Bertrand Arthur William Russell (1872-1970), angleski filozof, logik in matematik.
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6 OSNOVNO O MNOZICAH IN PRESLIKAVAH

Pa tu Se ni konec tezav z zapisom pravila 1.2. Ali smemo tvoriti mnozico,
ki ima vec elementov, kot je ¢rk abecede? Ali bi bilo pravilo se vedno isto,
¢e bi namesto a,b, ..., z zapisali a, b, ..., j? Ali smemo tvoriti mnozZico z ni¢
elementi? Ce namre¢ vstavimo ni¢ elementov, se pravilo glasi » Za vse objekte
je{} mnoZica, katere elementi so natanko objekti«, kar bi uéiteljica slovens¢ine
precrtala z rdeco. Iz nesre¢nega tropicja se res ne vidi, kaj je in kaj ni dovoljeno.
Iz zagate se bomo izvili malo kasneje, ko bomo pravilo konénih mnozic
nadomestili s tremi bolj preprostimi, ki imajo skupaj enakovreden uéinek.

Preverimo, ali ima pravilo ekstenzionalnosti vsaj pri¢akovani u¢inek. Ce
res zagotavlja, da vrstni red in $tevilo pojavitev elementov v mnozici ni
pomembno, bi moralo slediti {1, 2} = {2, 1, 1}. Pa je to res?

Trditev 1.3. Mnozici{1, 2} in {2, 1, 1} sta enaki.

Dokaz. Dokaz, ki ga bomo zapisali, je izjemno podroben in ga v praksi ne
bi zapisali, saj je z njegovim branjem vec dela, kot ¢e bi ga poustvarili sami.
Ker pa Zelimo pokazati, da tudi najbolj trivialna dejstva lahko dokazemo, ga
zapiSimo.

Izhajati smemo izkljuéno iz naslednjih dejstev:

« pravilo ekstenzionalnosti,
« x€{l,2},Ceinsamo e x = 1l alix = 2,

« x€{2,1,1},Ceinsamo e x = 2alix =l alix = 1.

Uporabimo pravilo ekstenzionalnosti na {1, 2} in {2, 1, 1}, kar pomeni, da

moramo preveriti, ali imata iste elemente. To naredimo v dveh korakih:

1. Za vsak element {1, 2} dokazemo, da je element {2, 1, 1}.
Pa naj bo x € {1, 2}. Iz definicije mnozice {1, 2} sledi, da je x = 1 ali
x = 2. Obravnavamo dva primera:

(a) Primer x = 1: iz x = 1 sledi, da je x = 2 ali x = 1 ali x = 1, zato
jexe{2,1,1}

(b) Primer x = 2: iz x = 2 sledi, da je x = 2 ali x = 1 ali x = 1, zato
jexe{2,1,1}

2. Zavsak element {2, 1, 1} dokaZemo, da je element {1, 2}.
Ta korak je zelo podoben prvemu, zato bi ga skoraj vsak matematik
» prepustil bralcu za vajo«, a tokrat se bomo pomujali in ga zapisali. Naj
bo x € {2, 1, 1}. Iz definicije mnozice {2,1, 1} sledi, daje x = 2 alix =1
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1.2 KONCNE MNOZICE 7

ali x = 1. Obravnavamo tri primere:

(a) Primer x = 2: iz x = 2 sledi, daje x = 1 ali x = 2, zato je x € {1,2}.
(b) Primer x = 1: izx = 1sledi, daje x = lalix = 2, zato je x € {1, 2}.
(c) Primer x = 1: izx = 1sledi,dajex = lalix = 2, zato je x € {1, 2}.

Dokaz je koncan. o

Mimogrede, kvadratek oznacuje konec dokaza. Imenuje se tudi halmos
po Paulu Halmosu,? ki ga je populariziral. Nekateri avtorji pisejo tudi QED,
kar je okrajsava za » quod erat demonstrandum«, vsaj ena Studentska krilatica
pa trdi, da je okrajSava za »quite easily done«.

Se enkrat se pojavi dvom o uporabi pravila 1.2. Nikjer ne pise, da smemo
pri nastevanju isti element veckrat ponoviti. Je sploh dovoljeno ponavljati
elemente kon¢ne mnoZice in pisati {2, 1, 1}? V vsakdanjem Zivljenju je vsaj
nenavadno, da stvari po nepotrebnem ponavljamo. V matematiki razumemo
besedilo dobesedno. Ker v pravilu 1.2 pise »za vse objekte«, imamo povsem
proste roke. Povedano z drugimi besedami, mnozico {2, 1, 1} smemo tvoriti,
ker nikjer ne piSe, da moramo nasteti razlicne elemente.

Nesrecno tropi¢je v pravilu 1.2 povzroca dovolj dvomov, da bi ga bilo
dobro odpraviti. To dosezZemo s tremi nadomestnimi pravili, ki imajo skupaj
enak ucinek kot prvotno pravilo.

Pravilo 1.4. Prazna mnoZica @ je mnozica, ki nima elementov.

Pravilo 1.5. Za vsak xin y je (neurejeni) par ali (neurejeni) dvojec {x, y}
mnozica, katere elementa sta natanko x in y.

Pravilo 1.6. Unija A U B mnozic A in B je mnoZica, ki ima za elemente
natanko vse objekte, ki so element A ali element B (lahko tudi obeh).

V pravilu 1.5 smo besedo »neurejeni« zapisali v oklepaju, kar pomeni,
da jo obicajno opustimo in reCemo samo »dvojec«. Se pravi, da » neurejeni
dvojec« in »dvojec« pomenita isto. V primeru nejasnosti raje uporabimo
daljso obliko.

Prvo pravilo pojasni, da lahko tvorimo mnozico brez elementov. Poleg
oznake @ se za prazno mnozico uporablja tudi zapis { }.

Drugo pravilo pove, kako lahko tvorimo mnozico z dvema elementoma,

2Paul Halmos (1916-2006), ameriski matematik madzarskega rodu.
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8 OSNOVNO O MNOZICAH IN PRESLIKAVAH

pa tudi z enim. Spomnimo se, pravila je treba brati dobesedno: za xin y
bi lahko vzeli dvakrat isti objekt z in tvorili mnozico {z, z}, ki ima natanko
elementa z in z. To je pravzaprav mnozica z enim samim elementom z, zato
ji pravimo tudi enojec in jo zapiSemo {z}.

Tretje pravilo nam omogoca, da tvorimo ve¢je mnozice. Denimo, mnozico
z elementi a, b, ¢ lahko tvorimo kot unijo

{a,b} U {c}.
To ni edini nac¢in, enako mnoZico lahko dobimo na ve¢ naéinov:
(atui{phui{c ali {Ptuic,a} ali {a,Gufb,c itn.

Kogar to zabava, lahko dokazuje, da so vse te mnoZice enake.

Priro¢no je imeti pri roki mnozico z enim elementom, pri ¢emer je vseeno,
kateri element vsebuje. V ta namen podajmo pravilo, ki zagotavlja tako
mnozico.

Pravilo 1.7. Standardni enojec 1 je mnozica, katere edini element je ().

Morda se zdi nenavadno, da mnoZico oznacimo s Stevilom, a ta obcutek
bo hitro izginil, ko bomo ra¢unali z mnoZicami. Pravzaprav bi lahko prazno
mnozico oznacili z ni¢ 0 in nekateri matematiki to dejansko pocnejo.

Edini element mnoZice 1 smo zapisali (). To ni tiskarska napaka, ampak
naértna izbira, ki bo pojasnjena v razdelku 2.6. In seveda velja 1 = {()}.

Pravilo 1.7 ni nujno potrebno, saj lahko tvorimo veliko razli¢nih enojcev,
zalensi z {@}, katerega obstoj zagotavljata pravili za prazno mnozico in dvojec.
Da se ne bi vsaki¢ znova ukvarjali z nepotrebnim izbiranjem nekega enojca,
smo enega od njih proglasili za prvega med enakimi. S prazno mnozico
nimamo podobnih teZav, saj je ena sama.

1.3 Preslikave

Temelj matematike ne tvorijo le mnozice, ampak tudi drugi matematicni
pojmi. Prvi izmed njih je preslikava, oziroma s tujko funkcija. V srednji
Soli ste Ze spoznali nekatere preslikave, kot so na primer linearne preslikave,
trigonometrijske funkcije, logaritem itd. Nas pa ne bodo zanimale posamezne
preslikave, ali posebne lastnosti preslikav, ampak preslikave na splosno.
Vsaka preslikava ima tri sestavne dele: domeno ali zacetno mnozico,
kodomeno ali ciljno mnozico in prirejanje. Domeni se pogosto rece tudi
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definicijsko obmodje. Ce govorimo o preslikavi, ki ima domeno X in kodo-
meno Y, to ponazorimo s pus¢ico med X in Y, takole

X—3Y

Ce Zzelimo preslikavo poimenovati, na primer f, zapisemo

FixX—sy ai x—Iyvy

Pravimo, da je f preslikava iz X vY. Zapis nad puséico je prikladen, kadar
imamo opravka z ve¢ preslikavami, ki jih predstavimo z diagramom. Na
primer,

X—syv—Is 72058 w

nam pove, da imamo opravka z (neimenovano) preslikavo iz X vY, s preslikavo
fizYv Zin s preslikavo g iz Wv Z. Diagrami so lahko $e precej bolj zapleteni.

Tretji del preslikave je prirejanje, ki doloc¢a, kako elemente domene
preslikamo v elemente kodomene. Kaj pravzaprav to pomeni? Moznih je ve¢
odgovorov. V srednji $oli prirejanje ena¢imo z matemati¢no formulo, ki tako
imenovano ‘neodvisno spremenljivko’ preslika v vrednost, na primer x slika
v 2sin(x + 7 /4). S simboli tak predpis zapisemo

x > 2sin(x + 7 /4).

in preberemo »x se slika v dvakrat sinus od x plus pi Cetrtin.« Matematiki
smo natan¢ni, zato ne me$amo uporabe pus¢ic — in —. Navadna puscica se
uporablja pri oznaki domene in kodomene, repata pa v predpisu. V racunal-
nistvu besedo ‘predpis’ razumemo kot ‘programska koda’ in o preslikavah
razmisljajo kar kot o algoritmih.

1.3.1 Identiteta in konstantna preslikava
Dve posebej preprosti zvrsti preslikav sta identiteta in konstantna preslikava.
Za vsako mnoZico A je identiteta na A preslikava

idgy : Ao A

ki elementu x € A priredi x. Za vsaki mnozici A in B ter b € B konstantna
preslikava
kb :A—>B
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10 OSNOVNO O MNOZICAH IN PRESLIKAVAH

priredi vsakemu elementu iz A element b. S funkcijskim predpisom zapisemo
identiteto in konstantno preslikavo takole:

idg : A—> A ky,: A—> B

idg : x> x ky : x> b.

1.3.2 Kako se lahko podamo prirejanje

V teoriji mnozic lahko prirejanje med elementi domene X in kodomene Y po-
damo na kak drug nacin, ki ga ne moremo neposredno izraziti z matemati¢no
formulo. Paziti moramo le, da zados¢a pogojema:

« celovitost: vsakemu elementu iz X je prirejen vsaj en element iz Y,
« enolicnost: Ce sta elementu x € X prirejena y € Yin z € Y, potem

y=z

Obravnavajmo nekaj zgledov.

Zgled 1.8. Definirajmo preslikavo f : R — R, ki elementu x € R priredi
y € R natanko tedaj, ko velja x = y3, ali s formulo:

f@=yex=y.
(Pozor, nismo zapisali y = x3!) Na primer, f3tevilu —8 priredi stevilo —2, ker
velja —8 = (—2)3. Preslikava fni ni¢ drugega kot kubi¢ni koren, le podali
smo jo na nenavaden nacin.

Zgled 1.9. Kaj pa, ¢e bi definirali f : R — R, ki elementu x € R priredi
y € R natanko tedaj, ko velja x = y?? Tako prirejanje ni celovito, saj ni
nobenega y, da bi veljalo —4 = y?, pa tudi enoli¢no ni, ker je 4 = 22 in
4 =(-2)%

Vaja 1.10. Katera od naslednjih prirejanj dolo¢ajo preslikavo f : R — Z:

1. Stevilu x € R priredimo k € Z natanko tedaj, ko velja k < x <k + 1,
2. §tevilu x € R priredimo k € Z natanko tedaj, ko velja k < x <k +1,
3. Stevilu x € R priredimo k € Z natanko tedaj, ko velja k < x <k +1,
4. Stevilu x € R priredimo k € Z natanko tedaj, ko velja k < x < k + 2?

Ali ste katere od teh preslikav Ze videli in kako jih imenujemo?
Zgled 1.11. Definirajmo preslikavo f : R — R s prirejanjem, ki elementu
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x € R priredi tisto realno Stevilo y € R iz kodomene, za katerega velja
y°> +y — x = 0. Ali to prirejanje sploh poda preslikavo? Ali je res, da za
vsak x € R obstaja natanko en y € R, ki zado3¢a y° +y — x = 0? Narisimo
mnozico {(x, y) € R? ‘ YH+y—x= 0}:

y

Iz slike razberemo, da je prirejanje celovito, ker navpi¢nica skozi vsak x € R
seka graf vsaj enkrat. Enoli¢no je, ker ga seka najvec¢ enkrat. Torej je fdobro
podana preslikava, a slika ni dokaz. Natan¢nej$a utemeljitev bi se glasila: ker
je y° +y — x polinom lihe stopnje v spremenljivki y, ima vsaj eno niclo, zato je
prirejanje celovito. Ker je y + y° + y — x strogo naras¢ajoca preslikava, ima
najvec eno niclo, zato je prirejanje enoli¢no. (Kako ugotovite, da je preslikava
res naras$cajoca?)

Preslikavo s kon¢no domeno lahko podamo s tabelo, denimo:

f {1,235} >N

x  f(x)
110
2 10
320
5 10

Tabela elementu v levem stolpcu priredi istolezni element v desnem stolpcu: 1
priredi 10, 2 priredi 10, 3 priredi 20 in 5 priredi 10. Funkcijo lahko predstavimo
tudi tako, da nastejemo vsa prirejanja:

f(1) :=10 ali f:1-10
f(2):=10 f:2-10
f(3) :=20 f:3-20
f(5) :=10 f 5~ 10.
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12 OSNOVNO O MNOZICAH IN PRESLIKAVAH

To so e vedno le tabele, predstavljene na drugacen nacin. Tabelari¢ni prikaz
lahko uporabimo, kadar je domena fkon¢na mnozica, katere elemente lahko
nastejemo.

Preslikava je lahko dolocena tudi z opisom ra¢unskega postopka, pravimo
mu algoritem, s pomocjo katerega izra¢unamo vrednost preslikave pri danem
argumentu. Paziti moramo, da je opis postopka res natancen in nedvoumen,
lahko ga kar zapiSemo kot program.

1.3.3 Funkcijski predpisi
Predpisu »x se slika v ...«, ki ga zapiSemo

X > o

pravimo tudi funkecijski predpis. Posvetimo se mu in se ob njem naué¢imo
nekaj natanc¢nosti. Na desni, lahko namesto - zapisemo izraz, v katerem se
sme pojaviti simbol x, denimo

x> 14 x%

Spremenljivka x nima vnaprej doloCene vrednosti, pa¢ pa kaze, kam lahko
vstavimo elemente domene. Pravimo, da je x vezana spremenljivka, kar
pomeni, da je veljavna le v funkcijskem predpisu, nanj je vezana, in da ni
pomembno, s katerim simbolom jo ozna¢imo. Tako sta funkcijska predpisa

x> 1+x2 in a— 1+ad?

enaka in lahko bi celo pisali o > 1+ 0% ali © - 1 + V2.
V funkcijskem predpisu se smejo pojaviti tudi druge spremenljivke, ki
jim pravimo parametri. V predpisu

xH—a-x+b

sta a in b parametra in x vezana spremenljivka. Ni vseeno, katere spremen-
ljivke so vezane in katere parametri:

Predpis Pomen

x—a-x+b »pomnozi z a in pristej b«
a~a-x+b »pomnozi z x in pristej b«
b—a-x+b »pristej a - x«
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V funkcijskem predpisu mora na levi stati en sam simbol, ki na desni
kaze, kam je treba vstaviti element iz domene. Tako

sin(x) — cos(2x), 3425 in sin(x) — 2 - sin(x)

niso veljavni funkcijski predpisi. Kasneje bomo spoznali pogoje, pri katerih
je dovoljeno pisati tudi kaj drugega kot golo spremenljivko.

Seveda dopus¢amo moznost, da se vezana spremenljivka pojavi enkrat,
veckrat ali sploh ne. Funkcijska predpisa

x> 42 in x — x - sin(x)

sta torej veljavna.
Ce 7elimo preslikavo z danim funkcijskim predpisom poimenovati, na
primer f, zapisemo
frxe1+x2

To preberemo » f slika x v ena plus x na kvadrat«. Obicajna sta tudi zapisa
flx)=1+x? in flx) :=1+x%

Mi se bomo drzali zapisa z :=, da bomo lahko lo¢ili med definicijo fin

trditvijo, da je f(x) enak neki vrednosti.

Zgled 1.12. Z zgledom pojasnimo, zakaj je pametno zapisati definicijo z

enim simbolom in enakost z drugim:

“Naj bo preslikava f : R — R definirana s predpisom f(x) :=
1+ x2. Tedaj za vse x € R velja f(x) = (x +1)? — 2x”

V prvi povedi smo f definirali, v drugi pa trdili, da velja zapisana enakost.
Funkecijske predpise je podrobno prvi preuceval Alonzo Church,3 ki je

uporabljal zapis
Ax. 1+ x?

in teorijo funkcijskih predpisov poimenoval A-racun. V logiki se je njegov
zapis obdrzal in se uveljavil tudi v programskih jezikih:

« v Pythonu piSemo lambda x: 1 + x ** 2,

3Alonzo Church (1903-1995) je bil ameriski matematik in logik, ki je pomembno prispeval
k razvoju logike in teoreticnega rac¢unalnistva. Njegov student, Dana Stewart Scott, je imel
studenta Marka Petkovska in Andreja Bauerja, slednji pa je imel $tudenta Davorina Lesnika.
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14 OSNOVNO O MNOZICAH IN PRESLIKAVAH

« v Haskellu piSemo \x -> 1 + x **% 2in

« v OCamlu piSemo fun x -> 1 + x * x.

Predvsem v programiranju funkcijskim predpisom pravijo tudi anonimne
ali brezimne preslikave.

Nekateri starejsi zapisi funkcijskih predpisov so slabi, a jih ljudje vztrajno
uporabljajo. Opozorimo le na en slab zapis, ki povzroca precej preglavic, ne
da bi se matematiki tega zares zavedali. Funkcijski predpis mora dolocati
vezano spremenljivko, sicer ne vemo, kako vstaviti vrednosti. Na Zalost jo
matematiki pogosto izpustijo skupaj in pisejo 1 + x*> namesto x +> 1 + x2.
Tezava je v tem, da se lahko v funkcijskem predpisu pojavi ve¢ kot en simbol.
Ce vam na primer nekdo pove, da ima v mislih funkcijski predpis

a-x+b

boste zaradi ustaljenih navad v $olskem sistemu vsi mislili, da obravnavamo
x — a-x +b. A pravzaprav bi lahko bilo tudi

a—a-x+b ali bH—a-x+b alicelo t—a-x+b.

Poudarimo, da je funkcijski predpis le eden od treh sestavnih delov presli-
kave in zato sam ne podaja preslikave. Ce ne poznamo domene, ne moremo
preveriti, ali je funkcijski predpis celovit. Denimo,

x
x2 -2

X —

ni celovit kot preslikava R — R in je celovit kot preslikava Q — Q.

1.3.4 Uporaba in zamenjava
Do sedaj smo se ukvarjali s tem, kako preslikavo podamo, zdaj pa se vpra-
$ajmo, kako lahko preslikavo uporabimo. Ce je f : X — Ypreslikava iz XvY
in je x € X, potem lahko f uporabimo na x in dobimo vrednost preslikave f
pri argumentu x, to je tisti edini element Y, ki ga fpriredi x. Vrednost fpri x
zapiSemo
f(x) ali fx

in preberemo » f od x« ali » f pri x«. Izraza f(x), oziroma fx, se imenuje
aplikacija. Ve¢inoma se uporablja zapis z oklepaji, a ne vedno: navajeni
smo pisati In 2 in sin @ namesto In(2) in sin(a). Oklepaje izpu§¢amo tudi v
nekaterih programskih jezikih in ob¢asno v algebri.

V analizi je uveljavljen Se en zapis za aplikacijo, ki se uporablja za za-
poredja. Namre¢, zaporedje ni ni¢ drugega kot preslikavaa : N — Rz
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1.3 PRESLIKAVE 15

naravnih v realna $tevila. Aplikacijo a(n), ki oznaduje n-ti ¢len zaporedja,
ponavadi pisemo a,, torej argument podpisemo.

Preslikavo lahko uporabimo na argumentu tudi, e je nismo poimenovali.
Na primer, preslikavo

R—>R

x> 1+ x?
uporabimo na argumentu 3:
(x = 1+ x2)(3).

Se vam zdi tak zapis nenavaden? Verjetno, a pomislite, zakaj: ker so vas
vzgojili, da je treba vse preslikave poimenovati in se nanje sklicevali z danim
imenom.? Taka vzgoja vzbuja obcutek, da so preslikave bolj imenitne in za-
strasujoce kot $tevila, daljice in drugi matematicni objekti. Morda je obcutek
do neke mere utemeljen za laika, a prav hitro bomo spoznali, da preslikave
niso ni¢ posebnega in da lahko z njimi delamo enako kot s $tevili, vektorji in
ostalimi matemati¢nimi objekti. Racunalni¢arji radi reejo, da je treba tudi
preslikave obravnavati kot enakopravne drzavljane.

Kako izra¢unamo vrednost funkcije pri danem argumentu? To je odvisno
od tega, kako je podano prirejanje. Ce imamo tabelari¢ni prikaz, poiséemo
argument v levem stolpcu in pogledamo v pripadajo¢i desni stolpec. Ce je
preslikava podana s funkcijskim predpisom, argument vstavimo v predpis.
Na primer, ¢e je f : R — R podana s funkcijskim predpisom

flx) 1= 1+x2,

potem je vrednost f(3) enaka 1 + 32 - vezano spremenljivko x smo zame-
njali s 3. (Seveda je 1 + 3 enako 10, a to je e naslednji korak, ki zahteva
dodatno ra¢unanje.) Pravimo, da smo simbol x zamenjali ali substituirali
s 3, oziroma da smo 3 vstavili v predpis za fnamesto x. Preslikavo lahko

4Ce bi veljalo enako tudi za stevila, vam v srednji $oli ne bi pustili pisati kar 3 + 5, nujno bi
bilo poimenovanje a := 3 + 5. Tudi trikotnika ne bi smeli narisati, ne da bi mu dali simbolno
ime.
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uporabimo tudi na kakem bolj zapletenem argumentu, na primer:

f3)=1+3%
fC+V5) =1+ (@2++5)7?,
f) =1+y%
fly+22%) = 1+ (y + 22°)?,
flx) =1+ x2

V vseh primerih smo le zamenjali vezano spremenljivko x z argumentom.
Tudi zadnja vrstica je zamenjava, v kateri smo (vezano spremenljivko) x
zamenjali z (prosto) spremenljivko x.

Uporabimo lahko tudi funkcijski predpis, pri ¢emer e vedno velja, da
vezano spremenljivko zamenjamo z argumentom. Tako je

(x = 1+x2)(3)

spet enako 1 + 32. V razdelku 2.3 bomo spoznali $e dodatna pravila za
vstavljanje izrazov, ki se vrtijo okoli vezanih spremenljivk.

1.3.5 Pravilo ekstenzionalnosti preslikav

Podobno kot za mnozice tudi za preslikave velja pravilo ekstenzionalnosti,
ki pravi, da sta preslikavi enaki, ¢e imata enako domeno in kodomeno ter
prirejata argumentom enake vrednosti.

Pravilo 1.13 (Ekstenzionalnost preslikav). Preslikavi sta enaki, ¢e imata
enaki domeni in kodomeni ter imata za vse argumente enaki vrednosti.

Natancneje, Ce sta f : A — Bin g : C — D preslikavi in velja A = C,
B = Dter za vsak x € A velja f(x) = g(x), tedaj velja f = g.
Opozorimo na razliko med

fx)=glkx) in  f=g

Levi izraz pravi, da sta f(x) in g(x) enaka elementa kodomene, desni pa
da sta fin g enaki preslikavi. Na sploh je treba razlikovati med fin f(x),
saj to nikakor nista enaka objekta: prvi je preslikava, drugi pa vrednost te
preslikave pri x. Verjetno nihce ne bi trdil, da je preslikava cos isto kot cos g,
ali ne? Isti razmislek veleva, da cos x ni isto kot cos, ¢etudi si mislimo, da
je x € R neko neznano realno Stevilo. Zmeda izhaja iz povr$nega izrazanja,
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ko na primer re¢emo »x? + cos x je soda funkcija«, ¢eprav bi bilo pravilno
»X > x? + cos x je soda funkcija«.

Ce dosledno uporabljamo funkcijske predpise, laZje razumemo, da sta cos
in x — cos x enaki preslikavi, zahvaljujo¢ pravilu ekstenzionalnosti, obe pa
sta razli¢ni od cos x, ki sploh ni funkcija, ampak realno $tevilo, odvisno od
parametra x.

V bran tradicionalnemu zapisu moramo vseeno povedati, da se lahko
dogovorimo za nekoliko napacen zapis, Ce to ne povzroca zmede. S tem se
izkuSeni matematiki izognejo preve¢ birokratskemu pisanju nebistvenih po-
drobnosti in lahko bolj uéinkovito komunicirajo. A zacetnikom priporo¢amo,
da v dobrobit bolj$ega razumevanja snovi vsaj na zacetku $tudija raje vztrajajo
pri doslednem zapisu.

Vrnimo se Se k pravilu ekstenzionalnosti preslikav. Ali ni pravzaprav
o€itno, da sta preslikavi enaki, ¢e imata enaki domeni, kodomeni in vrednosti?
Morda res, a to ni razlog, da tega ne bi eksplicitno zapisali. Vsak matematik
vam ve povedati kako zgodbo o tem, kako se je v dokazu skrivala napaka ravno
tam, kjer je bilo nekaj ‘o¢itno’. Poleg tega pa si lahko predstavljamo razmere,
v katerih je smiselno razlikovati med dvema preslikavama, ki imata vedno
enake vrednosti, denimo v programiranju, kjer je racunska ucinkovitost zelo
pomembna.

1.3.6 Kompozicija
Kompozicija preslikav je temeljna operacija, ki zdruzi preslikavi f : A — B
ing : B— Cvpreslikavo go f : A — C, podano s prirejanjem

(g2 Nx) = g(f(x)).

Zakaj piSemo ge fin ne obratno f . g? Ker si je mnogo lazje zapomniti zgornje
rac¢unsko pravilo kot pravilo (f o g)(x) = g(f(x)), ki bi ga dobili, ¢e bi pisali

kompozicijo v obratnem vrstnem redu.

Zgled 1.14. Naj bosta f : R - Rin g : R — R podani s predpisoma
f(x) := x% in g(x) := 2x. Ker se kodomena vsake od njiju ujema z domeno
druge, lahko tvorimo obe kompoziciji g o fin f o g:

(g° Hx) = g(f(x) = 227,

(f » 9)(x) = flg(x) = (2x)* = 4x°.

Preslikavi g o fin f o g sta razli¢ni, saj je (g f)(1) = 2in (f - g)(1) = 4.
Kompozicija torej ni komutativna.
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Zgled 1.15. Oglejmo si preslikavi sin : R — [—1,1] in arcsin : [-1,1] - R.
Tudi tu lahko tvorimo obe kompoziciji:

arcsinesin : R > R in sinoarcsin : [—1,1] = [-1,1].

Zavsak y € [~1, 1] velja sin(arcsin y) = y, zato je sincarcsin = id[_; ;. Po
drugi strani arcsin ¢ sin ni identiteta na R, saj je arcsin(sin ) = arcsin0 =
0 = 7. Enakost arcsin(sin x) = x velja le za x € [-7/2, /2], v splosnem pa
je

arcsin(sin x) = (—=1)™(x — mr), kjer je m=|x/m+1/2].

Pri tem [t] oznacuje Stevilo ¢, zaokrozeno navzdol, se pravi najvecje celo
Stevilo, ki ni vecje od t. Narisite graf te funkcije!

Trditev 1.16.

1. Identiteta je nevtralna za kompozicijo: idgo f = f = f o idy.
2. Kompozicija je asociativna: (he g)e f =ho(ge f).

Dokaz. Trditev je zapisana pomanjkljivo, saj ne pise, kaj so A, B, fin g
Avtorja trditve bi lahko vprasali, kaj je hotel povedati, a je bolje, da poskusimo
to razvozlati sami, ker je to odli¢na vaja iz razumevanja matemati¢nih besedil.
Takoj vidimo, da je A mnoZica, sicer zapis id4 ne bi bil smiselen, in
podobno je tudi B mnozica. Simboli f, g in h zagotovo oznacujejo preslikave,
saj nastopajo v kompoziciji. Kaj pa njihove domene in kodomene? Preslikava
fmora imeti domeno A, sicer ne bi bilo dovoljeno komponirati f.id4, in mora
imeti kodomeno B, sicer ne bi bilo dovoljeno komponirati idg o f. Ostaneta
$e domeni in kodomeni preslikav g in h. Kompozicija g - fkaze, da mora
biti domena g enaka kodomeni f, torej B. Kompozicija h o g pa pove, da je
kodomena g enaka domeni h. Ce vse to zlozimo v diagram, dobimo

f

A—Llyp_t

h
\ \
> ? > ?

Trditev moramo razumeti tako, da bo ¢im bolj splosna in smiselna. Torej

bomo za neznani mnozici vzeli kar poljubni mnozici Cin D:

h

> D

Preverimo, ali smo trditev pravilno razumeli. Ko vstavimo podrobnosti,
se prvi del glasi: »Za vse mnozice A in B ter preslikavo f : A — B velja

[OSNUTEK 14. OKTOBER 2026]



1.3 PRESLIKAVE 19

idge f = f = f oida.« Ker je to smiselna izjava, jo dokazimo. Enakost
preslikav se dokaZze z ekstenzionalnostjo preslikav, torej preverimo, ali imajo
idge f, fin f o id4 enako vrednost za poljuben x € A:

(idg » f)(x) = idp(f(x)) = f(x),
fG) = f(x),
(f 2 ida)(x) = fida(x)) = f(x).

Zapi$imo podrobno $e drugi del: »Za vse mnozice A, B, Cin D ter preslikave
f:A—>Bg:B—->Cinh:C —> Dveljatheg)e f =ho(ge f)«To
spet dokazemo tako, da uporabimo levo in desno stran enacbe na poljubnem
x € A

((heg)e ))x) = (heg)(f(x)) = h(g(f(x)))
(he(ge fNx) = h((g > ))x) = h(g(fC))). 0

1.3.7 Kosoma podano prirejanje

Véasih podamo prirejanje ‘po kosih’, kar pomeni, da domeno razdelimo na
podmnoZice in za vsako posebej povemo, kako na njej deluje prirejanje.
Zgled, ki ga Ze poznate iz srednje Sole, je preslikava "absolutna vrednost’, ki
je definirana po kosih za negativna in nenegativna stevila:

R—-R

—x Cex <0,
X —

x Cex2>0.
Pravilo preberemo: »ce je x < 0, mu priredimo vrednost —x, in ce je x > 0, mu
priredimo vrednost x«. Domeno R smo razdelili na mnoZzico nepozitivnih stevil
{x € R| x < 0} in mnozico nenegativnih® stevil {x € R | x > 0}. Celovitost
tako podanega prirejanja je zagotovljena, Ce je unija kosov celotna domena,
enoli¢nost pa v primeru, ko se prirejanja skladajo na preseku. V zgornjem
zgledu je to res, saj je vsako realno Stevilo nepozitivno ali nenegativno, edino
hkrati nenegativno in nepozitivno stevilo pa je 0 in to zados¢a —0 = 0.

Ce bi absolutno vrednost definirali s predpisom

R—R

—-x Cex <0,
X =

X cex >0,

5Preberite pozorno, piSe » ne-negativnih«!
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se kosa ne bi prekrivala in nam ne bi bilo treba preverjati —0 = 0.

1.4 Vaje

Vaja 1.17. Kaj veste povedati o mnozici A, ¢e zanjo velja, da so vsi njeni
elementi enaki?

Vaja 1.18. Pravilo ekstenzionalnosti preslikav bi lahko zapisali tudi takole:

Preslikavi f : A - Bin g : C — D sta enaki, ¢e velja A = C,
B = Dinzavse x;,x, € Avelja, daiz x; = xy sledi f(x;) = g(xy).

Dokazite, da je ta razli¢ica enakovredna obi¢ajnemu pravilu ekstenzionalnosti.
Vaja 1.19. Definirajmo preslikavo g : IN — Z z zahtevo, da naravnemu
stevilu n € N priredi tisto celo §tevilo k € Z, za katerega velja k? < n <

(k + 1)%. Preverite, da je prirejanje celovito in enoli¢no in podajte ¢im bolj
razumljiv besedni opis preslikave g.
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Aritmetika mnozic

Mnozice lahko tvorimo ali konstruiramo iz drugih mnozic na razli¢ne
nacine. V tem poglavju bomo spoznali tri: zmnozZek, vsoto in eksponent.
Ostale konstrukcije pridejo na vrsto kasneje, ko bomo Ze nekaj vedeli o logiki.

Ko opisemo novo konstrukcijo mnozic, jo moramo natan¢no opredeliti.
Pri tem se naslonimo na pravilo ekstenzionalnosti, ki pove, da je mnozica
opredeljena s svojimi elementi. Ce torej zelimo dolo¢iti elemente neke mno-
Zice A, to lahko storimo s pogojem oblike »x € A natanko tedaj, ko ...«, ali s
formulo

XxXEA & ...
Take primere smo Ze videli:
xefa bl © x=avx=b,
xel e x=(),
x€EAUB & x€ AVxXxEB,
XEQY & L.

Tudi v nadaljevanju bomo sledili temu receptu in nove konstrukcije mnozic
opisali tako, da bomo natané¢no opredelili njihove elemente.
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2.1 Zmnozek

V srednji $oli ste Ze spoznali kartezi¢ni produkt ali zmnozek, katerega elementi
SO urejeni pari.

Pravilo 2.1 (ZmnoZzek mnozic). Za vsaki mnozici A in B je A x B mnoZica,
ki se imenuje zmnoZzek ali kartezi¢ni produkt A in B. Elementi zmnoZzka
A x B so natanko vsi urejeni pari (x, y), pri Cemer je x € Ain y € B.

Pravilo ne pove ni¢ o urejenih parih, razen da jih tvorimo tako, da ele-
menta x € A in y € B zdruZimo v (x, y). Ker smo urejenih parov Ze navajeni
iz srednje Sole, ne pomislimo, da bi kaj manjkalo.

Pravilo 2.2 (Enakost urejenih parov). Za vse x,u € Ain y,v € Bvelja: ¢e
sta urejena para (x, y) in (u, v) enaka, potem x = uin y = v.

Pravilo potrebujemo, da lahko definiramo projekciji
pr,: AxB—> A in pr, : AXxB— B,

ki iz urejenega para izlusc¢ita njegovi komponenti, se pravi, za vse x € A in
y € Bmora veljati

priy)=x in  pr(x,y)=y.

Preveriti moramo, da ti dve enacbi podajata enoli¢ni in celoviti prirejanji. Ker
je vsak element A x B urejeni par, je celovitost zagotovljena, enoli¢nost pa
sledi iz pravila 2.2: e je neki element A x B hkrati enak (x, y) in (u, v), tedaj
je x = uin y = v, zato sta projekciji elementa enoli¢no doloceni.

Zgled 2.3. Zakaj tako kompliciramo s tako malenkostjo? Malo zato, ker
smo matematiki, predvsem pa zato, ker se u¢imo, kaj pomeni matemati¢na
natanc¢nost. Predstavljajte si, da bi definirali preslikavi p; : N — N in
py : IN - N s predpisoma

pim+n)=m in po(m+n) =n.

Definicija je podobna definiciji projekcij, le da smo urejeni par nadomestili z
vsoto. Preslikavi p; in py nista dobro definirani, ker lahko nekatera naravna
Stevila zapisemo kot vsoto na veé razli¢nih nacinov, kar pokvari enoli¢nost:

pG)=p3+2)=3 in  pG)=p@d+1)=4
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2.2 Vsota 23
Pravilo 2.2 pove, da se to z urejenimi pari ne more zgoditi.

Kadar imamo opravka z ve¢ zmnozki, na primer AxBin Cx D, bi lahko pri-
Slo do zmede glede projekcij, saj ne bi vedeli, ali pr; oznacuje prvo projekcijo
AxB — AaliCxD — C. Takrat simbole opremimo $e z dodatnimi oznakami
mnozic, da razlo¢imo projekeiji prf’B :AxB— Ain prf’D :CxD—Cin
podobno za pr,.

Pravili 2.1 in 2.2 omogocata prikladen nacin za podajanje preslikave,
katere domena je zmnoZzek. Povedali smo, da mora v funkcijskem predpisu
na levi stati en sam simbol, na primer:

RxR — R
p e pry(p) + pry(p)® - pr,(p).

Ta zapis je precej nepregleden. Ker urejeni par natanko doloca svoji kompo-
nenti, lahko zapisemo bolj pregledno:

RxR—=R
(x,9) = x+y° - x.
Ce bi funkcijo poimenovali, denimo f, bi dobili obi¢ajni zapis:
f:RxR—>R
flx,y) :=x+y% x.

Za tako preslikavo pravimo, da je ‘funkcija dveh spremenljivk’, ker si mislimo,
da smo podali argumenta x in yloceno drug od drugega. A lahko bi rekli tudi,
da je to funkcija ene spremenljivke, ki jo uporabimo na urejenem paru:

f:RxR—->R
f(p) == pr(p) + pr,(p)* - pr,(p).

Poleg zmnozka dveh mnozic bi lahko tvorili tudi zmnozek treh ali veé
mnozic. Pravila bi bila podobna kot za zmnozek dveh mnozic, le da bi namesto
urejenih parov tvorili urejene vecterice. Na primer, elementi zmnozka AxBxC
treh mnoZic so urejene trojice (x, y,z), pri Cemer je x € A,y € Binz € C.

2.2 Vsota

Spoznali smo Ze unijo A U Bmnozic A in B, ki vsebuje tiste elemente, ki so v

Aaliv B. Ce imata A in B skupne elemente, bodo ti v uniji seveda nastopili
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samo enkrat. V skrajnem primeru dobimo A U A = A. Vcéasih pa Zelimo
zdruziti mnozici tako, da ne pride do prekrivanja. Taka konstrukcija je vsota
A + Bmnozic A in B. Prekrivanje prepre¢imo tako, da elemente, ki jih je
prispevala A, oznac¢imo z eno oznako, tiste, ki jih je prispevala B, pa z drugo.

Pravilo 2.4 (Vsota mnoZic). Za vsaki mnozici A in B je A + B mnoZica, ki se
imenuje vsota ali koprodukt mnozic A in B. Njeni elementi so natanko:

1. iny(a) za vsak a € A,

2. iny(b) za vsak b € B.
Za vse a,a’ € Ain b,b’ € Bvelja: ¢e inj(a) = iny(a’), potem a = a’; ¢e
iny(b) = iny(b”), potem b = b’; ter ing(a) # iny(b).

Tokrat smo z enim pravilom pojasnili, kaj so elementi vsote in tudi kdaj
so med seboj enaki. Simboloma in; in in, pravimo injekciji. Nanju lahko
gledamo tudi kot na preslikavi

inf: A>A+B in ing : B> A+ B.

Kadar imamo opravka z ve¢ vsotami, na primer A+ Bin C + D, bi lahko prislo
do zmede glede oznak. Takrat injekcije opremimo $e z dodatnimi oznakami
mnozic, da razlo¢imo injekciji inf’B :A—> A+Bin inf’D :C—>C+D,in
podobno za in,.

Zgled 2.5. {a,b,c} +{a,d,e} = {iny(a), in;(b), in;(c), iny(a), iny(d), iny(e)}.

Kako definiramo preslikavo A + B — C? Ker je vsak element domene
A+ Bbodisi in;(x) za neki x € A bodisi iny(y) za neki y € B, obravnavamo
oba primera tako, da zapisemo vecdelni funkcijski predpis:

iny(x) = -,
ing(y) P> -
Na desni strani prvega pravila smemo uporabiti x, na desni strani drugega
pa y. Ce zelimo preslikavo poimenovati, zapisemo
f:A+B->C,

f(iny(x)) :
f(iny(y)
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Zgled 2.6. Predpis
f{12}+{2,3} - NN,
finy(x)) := x?
f(iny(y) :=6/y

enakovredno predstavimo s tabelo

u  f(w
inl(l) 1
inl(Z) 4
inz(Z) 3
in2(3) 2

Vsi ti zapisi res dolocajo celovito in enoli¢no prirejanje, saj nam pravilo
za vsoto zagotavlja, da vedno obvelja natanko en primer. Na sploh lahko
podamo funkcijski zapis z ve¢ primeri, ¢e le pazimo, da obravnavamo vse
moznosti, in da se le-te ne prekrivajo. Na primer, predpis

(A+B)xC—> B+ A
(infB(a).c) ~ inb(a)
(iny"%(b).c) = in}"4(b)
je celovit in enoli¢en, medtem ko predpis
(AxA)+B—> A
iny(ay,az) = ay

ni veljaven, ker ni celovit, saj manjka primer iny(b) — ---.
Poleg vsote dveh mnoZic bi lahko tvorili vsoto treh ali ve¢ mnozic. Pravila
bi bila podobna, le da bi imeli ve¢ injekcij in ve¢ primerov.

2.3 Eksponent

Tretja osnovna konstrukcija je eksponentna mnozica.
Pravilo 2.7 (Eksponentna mnozica). Za vsaki mnozici A in B je BA mnoica,
ki se imenuje eksponent ali eksponentna mnozica. Elementi eksponenta

B s0 natanko vse preslikave iz A v B.
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Potemtakem je zapis f : A — B enakovreden zapisu f € BA. V raz-
delku 1.3 smo preslikave Ze podrobno obravnavali, zato nam ni treba po-
jasnjevati, kdaj sta preslikavi enaki in kaj vse lahko po¢nemo z elementi
eksponenta B4,

Zgled 2.8.

{a,b,c}{l’Z} ={1l~ a2 a),0—a2-Db),1a?2mc),
(1+-b,2a),(1-b2-b),(1-b2-c),
A c2-a),0-c¢2-b),(1-c2H )}

Ali znate sami razbrati, kako smo podali preslikave?

2.4 Preslikave visjega reda

Preslikavo, ki sprejme kot argument preslikavo, imenujemo funkcional ali
preslikava visjega reda. Znan primer je doloceni integral, ki kot argumente
sprejme realni $tevili a,b € R in integrabilno funkcijo f € RR ter izra¢una
ploséino pod fna intervalu [a, b]. Se en primer je operacija lim, ki sprejme
konvergentno zaporedje a € RN in izra¢una njegovo limito.

V razdelku 1.3.6 smo Ze srecali funkcional, namre¢ kompozicijo preslikav.
Zapisimo jo Se enkrat tako, da nastopi operacija o kot preslikava:

o : CBXBA —>CA,
o (g f) e (x e g(f(x)).

Res, lahko si mislimo, da ° sprejme urejeni par preslikav (g, f) in izratuna njun
kompozitum, ki ga piSemo g o fnamesto (g, f). Tu smo kompozicijo zapisali
z gnezdenim funkcijskim predpisom, ki argumentu (g, f) priredi preslikavo,
podano s predpisom x — g(f(x)). V splosnem je gnezdeni funkeijski predpis
oblike

A CB

ar (b ),

kjer se lahko v - pojavita a in b. Na tak zapis se je treba navaditi, a je zelo
prikladen, $e posebej v funkcijskem programiranju. Ceprav v matematiki ni
pogost, se mu ne bomo izogibali.
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Primer gnezdenega funkcijskega predpisa je preslikava k iz razdelka 1.3.1,
ki tvori konstantno preslikavo. Spomnimo se, ¢e sta A in B mnozici ter b € B,
definiramo konstantno preslikavo

ky,: A—> B
ky : a—b.

Pravzaprav imamo opravka s preslikavo, ki sprejme b € Bter tvori konstantno
preslikavo:

k : B— BA
k:bw (a—b).

Uporabili smo gnezdeni funkcijski predpis.

Pri raunanju s funkcionali v¢asih obravnavamo ve¢ funkcijskih predpi-
sov hkrati. Ce za vse uporabimo isto vezano spremenljivko, se lahko hitro
zmedemo. Na primer, kompozitum preslikav

R—->R R—->R
in
x> x2—4 X 2-Xx

bi lahko izracunali takole:

(xx2—do(x2—x)=(x (x> x* —D((x ~ 2 — x)x))
=(xr (x> x* - 4)(2-x))
=(xr(2-x)"-4)

= (x > x? — 4x).

Tu imamo tri razli¢ne x-e, saj vsak nastopa kot vezana spremenljivka v svojem
funkcijskem predpisu. Lo¢imo jih z barvami:

(o P =4)e(xm2-0=(xr (x> = (> 2- %)
= (x> (x> X = D2 - %)
=(x- 2-0"-9)
= (x> 22— 4%).

Se posebej nejasen je drugi ra¢unski korak, ko imamo opravka s tremi barvami
hkrati. Spomnimo se, da lahko vezane spremenljivke vedno preimenujemo
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in da lahko namesto barv preprosto uporabimo tri razli¢ne spremenljivke.
Kompozicijo

R—-R R—-R
in
y»—>y2—4 z—>2-z

izrac¢unamo S$e tretji¢, tokrat bolj pregledno:

(P Y-z 2-2)=(xr (yr y* -4z~ 2-2)x))
=(x (yr y* -2 -x)
=(xr (2-x)?%-4)

= (x > x% — 4x).

Da ne bo prihajalo do zapletov z vezanimi spremenljivkami, se dogovorimo:
kadar imamo opravka z vec vezanimi spremenljivkami, jih po potrebi preime-
nujemo tako, da so med seboj razlicne.

2.5 Izomorfizem mnozic

Ko otrok prvi¢ spozna pojem Stevila, je ta zanimiv sam po sebi. Z vnemo Steje
do sto in se rad pogovarja o tem, koliko je en milijon. S¢asoma se radovednost
osredotoci na aritmeti¢ne operacije in, ¢e ima mladeni¢ ali mladenka v sebi
matemati¢no Zilico, na zakonitosti §tevil: mnoZenje z 1 nima uéinka, vrstni
red seStevanja ni pomemben itd. Ali tudi operacijam na mnoZicah, ki smo jih
spoznali do sedaj, vladajo kaksne podobne zakonitosti?

Za Steviliain bveljaa-b = b - a. Nekaj podobnega velja tudi za mnozici
A in B in njuna zmnozka A x Bin B x A. V splo$nem sicer nista enaka, a sta
v nekem smislu enakovredna, ker lahko par (x, y) € A x B pretvorimo v par
(y,x) € Bx A in obratno. Ta razmislek vodi do pojma izomorfizma.

Definicija 2.9. Mnozici A in B sta izomorfni in piSemo A = B, kadar
obstajata preslikavi

f:A—>B in g:B—= A

za kateri velja
gof:idA in ng:idB.

Pravimo, da je fizomorfizem med A in Bin da je g inverz ali obrat f.
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Preverimo, da velja A x B = B x A za poljubni mnozici A in B. To
storimo tako, da zapisemo preslikavi med zmnozkoma in preverimo, da

tvorita izomorfizem:!

f:AxB—>BxA g:BxA—> AxB
fiy) - (%) g (vu) - (uv).

Treba je preveriti, da velja g o f = idgxg in f o g = idgxs. To naredimo
z uporabo ekstenzionalnosti preslikav, ki pravi da g - f = ida«p velja, e
velja (g ° f)(a,b) = idsxp(a,b) zavsea € Ain b € B, in podobno za f o g.
Obravnavajmo torej poljubna a € A in b € B in izratunajmo:

(g° f)a.b) = g(f(a,b)) = g(b,a) = (a,b).

Na podoben nacin preverimo f o g = idgxa.

Zgled 2.10. Primere izmorfizmov poznamo Ze iz srednje Sole. Naj bo R
mnozica vseh pozitivnih realnih $tevil. Tedaj logaritem in eksponentna
funkcija,

log : Ry — R in exp : R > Ryg

tvorita izomorfizem, saj za vsak x € R velja log(exp x) = xinza vsak y € Ry,
velja exp(log y) = .

Se veg, eksponentna funkcija sestevanje pretvori v mnoZenje, exp 0 = 1
in exp(x + y) = exp x - exp ¥, zato ni le izomorfizem mnozic, ampak tudi
izomorfizem grup (R, +,0) in (Rs, -, 1).

Opazko o izomorfizmu grup smo podtaknili namenoma kot priloznost za
nasvet. Ce ne veste, kaj je grupa in izomorfizem grup, nikar ne obupavajte.
Vsak matematik se v svojem delu nenehno sre¢uje z neznanimi pojmi. Zna-
meniti profesor France Krizani¢?® je v enega od svojih u¢benikov zapisal, da
naj tisti, ki mu je branje dokazov odve¢, ravna tako kot Du Fu:3

'Drzimo se pravila, da nikoli ne uporabimo iste vezane spremenljivke dvakrat, zato pravilo
za fzapiSemo z x in yin pravilo za gz vin u. Marsikdo bi oba funkcijska predpisa zapisal z x1in y,
torej f : (x,y) > (3,x)in g : (y,x) — (x,y). To zmede nekatere Studente, ker mislijo, da »sta
x v definiciji f in v definiciji g ista, prav tako tudi y«, karkoli Ze naj bi to pomenilo. Poudarimo $e
enkrat: vezana spremenljivka v funkcijskem predpisu nima nikakrsne zveze z nobeno drugo
pojavitvijo iste spremenljivke kje drugje.

*France Krizani¢ (1928-2002), slovenski matematik

3Du Fu (712-770), kitajski pesnik
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Ko berem knjige,

z vinom se krepam
in znak preskocim,
¢e ga ne poznam.

Morda bi veljalo odkorakati v knjiznico in ugotoviti, kaj vse je Se napisal

profesor Krizanic.

Dokazimo nekaj osnovnih lastnosti izomorfnosti in izomorfizmov. Tokrat
ne bomo zapisali podrobnih dokazov. Za vajo jih dopolnite do toliksnih
podrobnosti, da boste sami sebe prepricali, da trditve drzijo.

Trditev 2.11. Ceje f : A — B izomorfizem med mnoZicama A in B ter sta
preslikavig : B— Ainh : B— A obe obrata f, potem je g = h.

Dokaz. Ker je g obrat f, velja

gef=idy in  feg=idg
in ker je h obrat f, velja

ho f=1idy in feh=1dg.

Dokazati moramo, da iz teh Stirih predpostavk sledi g = h, kar storimo z

naslednjim ra¢unom:

g=idgeog (kompozicija z id 4 nima uéinka)
=(hef)eog (predpostavka ho f =idy)
=ho(fog) (kompozicija je asociativna)
=heidg (predpostavka f o g = idp)
=h. (kompozicija z idg nima udinka)

o

Ceje f : A — B izomorfizem, potem ima natanko en obrat, ki ga
oznaéimo f~1. Ce fniizomorfizem, zapis f~! ni veljaven izraz.

Oznaka za obrat je nekoliko nerodna, ker tudi obratno vrednost $tevila
x € R pisemo x~!. Torej moramo paziti: ¢e je f : R — R izomorfizem
inx € R, je (f(x)f1 obrat stevila f(x), medtem ko je f(x) stevilo, ki
ga dobimo, ko obrat preslikave fuporabimo na x. Sami premislite, kaj je

e
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Trditev 2.12. Za vse izomorfizme f : A— Bing : B— Cvelja
131 . -1 — —
D =f in (g ) =fTreogh

Dokaz. Dokaz prepuséamo za vajo. Pozor, v desni enakosti se je zamenjal
vrstni red fin g! Nadalje opazimo $e to: zapisali smo (f’l)_1 in(ge f)_l,
ne da bi predhodno preverili, ali sta f~! in g o fizomorfizma. Torej morate
v dokazu najprej preveriti, da sta f~! in g o fizomorfizma, ¢e sta fin g
izomorfizma. o

Trditev 2.13. Za vse mnoZice A, B in C velja:

1. A=A,
2. e A= B, potem B = A,
3. ¢eA=BinB=C, potem A=C.

Dokaz.

1. idy4 je izomorfizem iz A v A, ki je sam svoj obrat,

2. ¢eje f : A — Bizomorfizem iz A v B, potem je f~! izomorfizem iz B
v Ain f,

3. ¢eje f : A — Bizomorfizemiz AvBing : B — Cizomorfizem iz Bv
C, potem je g o fizomorfizem iz A v C. o

2.6 Aritmetika mnozic

Kot Ze veste, sestevanje, mnoZenje in potenciranje stevil zado$¢ajo naslednjim
aritmeti¢nim zakonom:

at0=a a-l1=a
a+b=b+a a-b=b-a
a+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
0-a=0 19=1
(a+b)-c=a-c+b-c (a-b)° =a-b°
=1 al=a
dre=ab. 4 abc = (ab)c

04=0 cea=0.
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Ze prej smo opazili, da je zakon a-b = b-a podoben izomorfizmu Ax B = Bx A.

Kaj pa ostali zakoni?

Izrek 2.14. Za vse mnozice A, B in C velja:

A+p=A Ax1=A
A+B=B+ A AxB=BxA
A+(B+C)=z(A+B)+C Ax(BxC)=(AxB)xC

BxA=Q 14=1
(A+B)xC=AxC+BxC (AxB)¢ = ACx B¢
AP =1 Al=4A
AB+CEAB><AC ABXCE(AB)C

A= GA=z0.

Izrek ni sam sebi namen, ampak je v njem nauk: z mnoZicami lahko
racunamo, tako kot s stevili. Preostanek razdelka je posvecen dokazu izreka.

2.6.1 Asociativnost

Za ogrevanje dokaZimo asociativnost zmnozkov, A x (Bx C) = (A x B) xC.
Splosni element A x (B x C) je urejeni par oblike (x, (y, 2)), kjer je x € A,
y € Bin z € C, medtem ko je splo$ni element (A x B) x C oblike ((u, v), w),
kjerjeu € A, v € Binw € C. Izomorfizmov ni tezko zapisati:

f: Ax(BxC)—> (AxB)xC g: (AxB)xC— Ax(BxC)
[ (32) ~ ((x,y),2) g ((wv),w) » (u,(v,w)).

Preverimo, da je g obrat f. Zavse x € A, y € Bin z € Cvelja:
§(f(x,(y.2)) = g((x,y).2) = (x,(y.2))

inzavseu € A,v € Binw € Cvelja
fg((w. v), w)) = f(u, (v, w)) = ((w,v), w).

Tudi asociativnost vsote, A+ (B+C) = (A + B) +C, ni nic bolj zapletena, le da

imamo opravka z injekcijami in obravnavanjem primerov. Najprej zapisimo
izomorfizma s popolnoma natan¢nim zapisom, kjer vse injekcije opremimo z
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oznakami mnoZic:

f:A+(B+C)—>(A+B)+C

f: inf BHCx) |nf+B c(mA’B(x))
£+ indBCGnBE(y)) o inf B C(ind B (y))
f: lnf B+C(|n )~ 1nA+BC( )
g:(A+B)+C—->A+(B+0)

g . A+BC(In (u)) N lnAB+C( )

g: ianB C(ln (v)) — lnA B+C(ln (V))
g: mIZHBC(W) IH?B+C(mz’ (w))

Isti zapis brez oznak mnozic je precej bolj ¢itljiv:

f:A+(B+C)—>(A+B)+C
[+ ing(x) = iny(iny (x))

£+ iny(ing () P iny(iny(y))
[+ iny(iny(2)) = iny(2)

:(A+B)+C—> A+(B+0)
2 iny(ing(w) = ing(w)
2 ing(ing(v)) = iny(ing(v))

+ ing(w) = iny(ing(w))

g 0q O3 09

Ali vidite, zakaj matematiki cenimo kratek in pregleden zapis? Prevec po-
drobnosti lahko zakrije bistvo ideje. Preverjanje, da je g obrat f, prepustimo
tistim, ki radi veliko pisejo.

2.6.2 Preslikave in enojec
Preslikavi

f:Ax1—> A g:A—-> Ax1
f:(u)mx gy~ 0)

tvorita izomorfizem A x 1 = A, saj zavsak a € Aint € 1 velja, upostevaje da

so vsi elementi 1 enaki (),

g(fan)=gla)=(@) =@ n  fga)=[fa()=a

Lahko bi rekli, da je 1 nevtralni element za zmnozek do izomorfizma natancno,
s ¢imer povemo, da ne velja enakost Ax1 = A, ampak le izomorfizem Ax1 = A.

Na tem mestu lahko tudi pojasnimo nenavadni zapis edinega elementa 1.
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Elementi zmnozka dveh mnozic so urejene dvojice, zmnozka treh mnozic
urejene trojice itd. Zmnozek ni¢ mnozic je nevtralni element za mnozenje,
torej so njegovi elementi urejene nicterice, oziroma urejena nicterica (), ker
je ena sama.

Izomorfizma Al = A ni tezko zapisati:

fZA]l—>A g:A—»A]l
f:he h(() g:xm(yx)

Preverimo, da je g inverz f. Za vsak x € A velja

fg(x) = fly = x) =x,

zato je f o g =1id4. Za vsak h € Al velja

g(f(m) = g(h(())) = (y = A(O))).

Ali sta hin y — h(()) enaki preslikavi? Kot vsaki¢, uporabimo ekstenzional-
nost preslikav, le da je tokrat Se posebej preprosta: preslikavi z domeno 1 sta
enaki, ¢e imata enako vrednost pri argumentu (), saj je to edini element 1.
Torej je h = (y = h(())), saj velja

(v = RONO) = h(().

Izomorfnost A in A! pravzaprav pove nekaj zanimivega: preslikave 1 — A
lahko obravnavamo kot elemente A in obratno.

2.6.3 Preslikave in prazna mnozica
Lotimo se izomorfizmov, v katere je vpletena prazna mnozica. Tu se ne
moremo ve zana$ati le na prirojen obcutek za logiko, saj s prazno mnozico
nimamo vsakdanjih izku$enj, oziroma jo obravnavamo kot posebnost. Kako
bi odgovorili na vpra$anje, ali so vsi elementi prazne mnozice prastevila?
Pravilni odgovor je ‘da’. In hkrati so vsi elementi prazne mnoZice sestavljena
stevila. Zakaj je to res, bomo bolje razumeli kasneje, ko bomo podrobno
obravnavali pravila sklepanja. Zaenkrat si zapomnimo, da je pravilna vsaka
izjava »za vse elemente prazne mnoZice velja ...«. Pravimo, da je taka izjava
na prazno izpolnjena.

Zacnimo z vprasanjem, ali lahko tvorimo kako preslikavo @ — A. Najprej
ugotovimo, da so vse preslikave @ — A enake. Res, za f,g : @ = A velja
f = g natanko tedaj, ko za vse x € @ velja f(x) = g(x). A ravnokar smo
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povedali, da je vsaka izjava oblike »za vse x € @ ...« veljavna. Pa imamo kako
preslikavo @ — A? Odgovor je pritrdilen, ¢e lahko podamo kako celovito in
enoli¢no prirejanje med elementi @ in A. Ker sta celovitost in enoli¢nost spet
izjavi oblike »za vse x € @ ...«, sta na prazno izpolnjena, zato bo zado$calo
kakrsnokoli prirejanje, denimo: nobenemu elementu ne priredimo nobenega
elementa. S tem smo utemeljili naslednjo trditev.

Trditev 2.15. Za vsako mnoZico A obstaja natanko ena preslikava @ — A.

Edini preslikavi @ — A pravimo prazna preslikava. S tem smo utemeljili
A? = 1, saj izomorfizem prazni preslikavi priredi (), njegov obrat pa priredi
() prazno preslikavo.

2.6.4 Izomorfizmi in eksponenti
Nazadnje se posvetimo $e zakonu APC = (AB)C. Preverimo, da preslikavi

A ABXC N (AB)C O : (AB)C—> ABXC
A fro(em e flbe) 0 : g ((bc) —~ gle)®)

tvorita izomorfizem. Za vse f € ABXC, x € Bin y € Cvelja

OA((x, y) = ((b,c) = A(F)()B)(x, )
= A(H)¥)(x)
=(c~ - fb,NH(x)
= (b f(b,y)(x)
= f(x,y),

zato je ©(A(f)) = f. Prav tako za vse g € (AP)Cin x € Bin y € Cvelja

AO()(Y)(x) = (c = (b > B(g)(b, e))(¥)(x)
= (b~ 0(g)b, y))(x)
=0(g)(x,y)
= ((b,c) = gle)(®))(x,y)
= g(y)(x)

in zato A(©(g)) = g. Preslikavi A(f) pravimo transpozicija preslikave f, in
prav tako preslikavi ©(g) pravimo transpozicija preslikave g.

4Saj ste se ze naudili grske ¢rke, ali ne?
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Izomorfizem ABXC = (AB)C je zanimiv, ker pove, da lahko preslikavo dveh
argumentov vedno prevedemo na preslikavo enega argumenta. Natanc¢neje,
Ceje f : BxC — A preslikava dveh argumentov, je njena transpozicija
A(f) : C — AB preslikava enega argumenta, njena vrednost pa je preslikava,
ki pricakuje Se en argument. To dejstvo se s pridom izkoris¢a v funkcijskem
programiranju: namesto, da bi definirali preslikavo f : BxC — A, ki sprejme
urejeni par (b, ¢) in vrne vrednost f(b, ¢), raje definiramo enakovredno presli-
kavo f : B — C — A, ki sprejme b in vrne preslikavo f(b), ta pa sprejme e
cin vrne vrednost f (b)(c).

2.7 Vaje

Vaja 2.16. Zapisite pravila za zmnozek treh mnozic. Nato premislite e, kako
bi podali pravila za zmnozek n mnozic, kjer je n naravno stevilo. Seveda ne

velja uporaba tropicja “...!
Vaja 2.17. Nastejte vse elemente mnozice 1 + 1 + 1.

Vaja 2.18. Podajte primer izomorfizma f : R — R in stevila x € R, da velja
flx) = (f(x))_l. Nato podajte $e primer, ko velja f~1(x) # (f(x))_l.

Vaja 2.19. Ozrimo se $e enkrat na dokaz trditve 2.11. Ali smo uporabili vse
stiri predpostavke? ZapiSite bolj splosno trditev, se pravi tako, ki navede
samo tiste predpostavke, ki jih res potrebujemo v dokazu.

Vaja 2.20. Pogosto re¢emo, da sta sestevanje in od$tevanje obratni operaciji.
Strogo vzeto ti dve operaciji nista inverza druga drugi, saj sta obe preslikavi
R xR — R. V kak$nem smislu to¢no sta seStevanje in odstevanje obratni,
tj. kateri dve preslikavi sta pravzaprav inverza druga drugi?

Vaja 2.21. Preveri tiste izomorfnosti iz izreka 2.14, ki jih v razdelku 2.6 nismo
utemeljili.
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Simbolni zapis

Tako kot vsaka stroka ima tudi matematika svoj strokovni jezik, ki obsega
matemati¢ne simbole in izraze ter svojevrsten nacin izrazanja. Matematiki
stremimo k popolni natan¢nosti in nedvoumnosti matemati¢ne misli. To
je seveda le ideal, ki se mu bolj ali manj priblizamo, dejanska matemati¢na
besedila pa piSemo ljudje za ljudi, zato ni ni¢ nenavadnega, da so prezeta
s tradicijo in nepisanimi druzbenimi dogovori, ki matematiko oddaljijo od
formalnega ideala, a jo tudi naredijo humano. V pomo¢ se v tem poglavju
posvetimo samo formi matemati¢nega izrazanja.

Matemati¢no komuniciranje je raznoliko, saj je namenjeno razli¢nim
publikam in zato posredovano na razli¢ne nacine. Tako v raziskovalnem
matemati¢nem ¢lanku ne bomo nasli pojasnil in izracunov, ki jih profesor
matematike zahteva od svojih studentov. In verjetno ni dveh matematikov, ki
bi uporabljala povsem usklajen matemati¢ni zapis in izrazoslovje. Kljub temu
je matemati¢ni jezik skupen vsem matematikom in v vecji meri poenoten.
Nesporazume, ki nastopijo zaradi razli¢nih navad, pa lahko resimo s pogovo-
rom. Vsi izkuSeni matematiki vedo, da vedo zelo malo in zato vprasajo, ko
¢esa ne vedo. To naj bo torej nasvet za to poglavje: vprasajte in Ce ne dobite
odgovora, vprasajte $e enkrat.
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3.1 Pisave in simboli

Matemati¢na abeceda vsebuje precej ve¢ simbolov kot zgolj obi¢ajne ¢rke in
Stevke. Nekatere Ze poznamo, na primer =, <, +, @, U, N, f in tako naprej,
precej jih bomo $e spoznali. Poleg tega matematiki uporabljamo razli¢ne
pisave, kot je prikazano v tabeli 3.1. Na tabli in v zvezku sicer tezko lo¢imo
med pokonéno, odebeljeno in leZeco pisavo, zato nabor pisav omejimo. V
tiskanem besedilu se vedno drzimo nekaterih pravil glede izbire pisav. Tako
posamezne ¢rke a, b, ¢, ..., x, y, z piSemo v leZeli pisavi, imena elementarnih
funkcij pa pokon¢no: sin, cos, log, ... Naglasnih znakov, kot so na primer
$umniki, obi¢ajno ne uporabljamo. V<¢asih z uporabo znakov nakazemo
povezavo med dvema objektoma: fje funkcija in Fnjen integral, &/ je linearna
preslikava in A njej pripadajoca matrika itd.

Pisava Crke

pokonéna ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

odebeljena ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

lezeca ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

kaligrafska ARBCDEFEH FIKLMN OPAQRST UV W XY F
frakturna ABCDEFOHTIFRLMNOPARSIUBWXY 3

dvopoudarjena ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Tabela 3.1: Pisave

Crke lahko dodatno opremimo s érticami, vijugami, vektorskimi znaki,
streSicami in podobno:

a ad a a a a a a
Uporabimo lahko tudi podpis ali nadpis, ki je lahko ¢rka, stevilka ali kak
drug simbol, na primer
g d a a, al.

Podpisu in nadpisu pogovorno pravimo tudi indeks in eksponent, a to ni
najbolj posrecena raba, ker se indeks lahko pojavi tudi v nadpisu ali kje
drugje, eksponent pa lahko pomeni tudi stevilo, s katerim potenciramo.

Kljub temu obilju ¢rk in oznak posezemo $e po drugih abecedah, Se posebe;j
grski, zato se jo ¢im prej naucite! Grske ¢rke skupaj z njihovo izgovorjavo
najdete v tabeli 3.2. Prostoroc¢ni zapis grskih ¢rk se boste naucili v razredu.
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Pa tudi to $e ni dovolj! V teoriji mnozic uporabljamo $e hebrejske ¢rke alef &,
bet 2in gimel 3.

In zakaj pravzaprav potrebujemo tako veliko stevilo ¢rk? Verjetno zato,
ker je v matematiki krajsi zapis bolj uéinkovit, saj zasede manj prostora
na papirju, pa $e hitreje ga zapisemo in preberemo. Racunalnicarji imajo
drugaéne navade, saj pri njih velja, da naj se uporabljajo opisna imena, ki
razkrijejo pomen: kjer bi matematik in fizik uporabila m in a, bi ra¢unalnic¢ar
zapisal masa_delca in pospesek.

3.2 Izrazi

Matemati¢no besedilo je meSanica naravnega jezika in simbolnega zapisa.
Delom besedila, ki so napisani s simboli, pravimo simbolni izrazi ali krajse
kar izrazi. Vsi ste jih Ze videli, denimo

x
dx ax®+bx+c=0 x>0Vvx<0

1
(3+4)-6 L —
Ste se kdaj vprasali, zakaj pravzaprav piSemo ulomke z vodoravno Crto,
integral z znakom [, zakaj ima mnozZenje prednost pred sestevanjem in zakaj
seStevamo od leve proti desni, ¢eprav bi lahko tudi v drugi smeri? Odgovor
je vedno isti: to so splo$no sprejete navade, ki so se izoblikovale v razvoju
matematike. To niso matemati¢ne resnice, ampak dogovori med ljudmi, ki se
jih drzimo zato, ker so se izkazali za smiselne. Na primer, integralski znak f
je Leibniz' izpeljal iz ¢érke S, ker je na integral gledal kot na dolocene vrste
vsoto (latinsko ‘summa’).

Z vidika vsebine raznolikost matemati¢nega zapisa ni potrebna, saj bi
lahko vse izraze pisali na isti na¢in. Namesto simbolov, kot so +, — in
bi lahko uporabljali besede plus, minus, sqrt in jih zapisovali kot pre-
slikave. Tak zapis je preprost in enoten, saj se nam ni treba ukvarjati s
predponami, medponami in priponami ter z levim in desnim zdruZevanjem.
Uporablja se v ra¢unalni$tvu, a kdo bi Zelel na tablo namesto 3 + /5 — 4
zapisati plus(3, sqrt(minus(5, 4)))?

Ni vsako zaporedje znakov pravilen izraz. Denimo, 34)x - 4 ni pravilen
izraz, ker ima narobe postavljen zaklepaj. Izraz je pravilno formiran ali
sintakticno pravilen, e ustreza pravilom, ki dolo¢ajo, kako postavljamo

'Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) je bil nemski filozof, matematik, fizik, pravnik,
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oklepaje, vejice, pike, kako uporabljamo razne posebne simbole (+, V, [)
itd. Natan¢na sintakticna pravila za pisanje matemati¢nih izrazov so
precej zapletena, ker je matemati¢ni zapis raznovrsten in se je razvijal skozi
zgodovino. Mnoga Ze poznate (» vsak oklepaj mora imeti ustrezni zaklepaj«,
»piSe se a + b in ne ab+«), zato jih ne bomo podrobno obravnavali - to je delo
za racunalnicarje, ki Zelijo taka pravila implementirati. Posvetimo se raje
pravilom in dogovorom za zapis izrazov, ki jih pogosto sre¢amo v matematiki.

Predpone, medpone, pripone Nekatere operacije in relacije pisemo kot
medpone ali infiksne operacije, tako da simbol operacije stoji med obema
operandoma, na primer

x+y xX—y xxy x®y x<y x=y

Kadar zapiSemo operator za operand, pravimo, da je zapis pripona ali post-
fiksna operacija, na primer

x! x1

Zapis operatorja je predpona ali prefiksna operacija, e stoji pred operan-
dom, na primer

—x ax ox Ix

Poleg teh poznamo tudi druge zapise:

X

xY 5) \/J—C <x> }/>

Skrajni primer je zapis mnoZenja brez simbola, ko namesto x - y zapiSemo
kar xy.

Podpisi in nadpisi Argumente operacije ali funkcije v¢asih zapisemo v
podpis ali nadpis. Na primer, ¢e je a : IN — R zaporedje, pogosto zapisemo
i-ti ¢len s podpisom g;. Primer nadpisa je n-ti odvod funkcije f, ki ga zapisemo

f(n) )

Prednost in zdruzevanje Nekatere operacije imajo prednost ali prio-
riteto, ki pove, katera operacija pride prej na vrsto, kadar ni oklepajev:
potenciranje ima prednost pred mnoZzenjem in mnozenje pred sestevanjem.
Operacija lahko tudi zdruzuje ali asociira levo ali desno. Na primer, seste-
vanje + zdruZuje levo, zato je 5 + 2 + 1 enako (5 + 2) + 1. Pri se$tevanju to
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sicer ni pomembno, pri odstevanju pa moramo upostevati zdruzevanje na
levo: 5—2 —1 je enako (5 —2) — 1 in ne 5 — (2 — 1). Potenciranje zdruzuje
na desno, saj 23" pomeni 203 Nekatere operacije ne zdruzujejo in v takih
primerih moramo uporabiti oklepaje.

Povejmo Se to: ni¢ ni narobe, ¢e zapisemo ve¢ oklepajev, kot je to nujno
potrebno. Izraza 3 -4 + 5 in (((3) - 4) + 5) sta enakovredna. Prava mera
oklepajev izbolj$a razumljivost simbolnega zapisa.

Implicitni argumenti, privzete vrednosti in preobtezevanje Argu-
mente operacije lahko opustimo in od bralca pri¢akujemo, da bo pravilno
uganil, kaj smo mislili. Pravimo, da so to implicitni argumenti. Primer im-
plicitnih argumentov smo Ze videli, ko smo zapisali prvo in drugo projekcijo

prI:AxB—>A, pr2:A><B—>B.
Ce bi bili zelo natanéni, bi morali pri projekcijah zapisati tudi mnozici A in B:
pr;\’B:AxB—>A, prg"B:AxB—>B.

Pravimo, da sta A in B implicitna argumenta, kar pomeni, da ju opustimo, e
to ne povzroca zmede.

Vaja 3.1. Ali ima kompozicija preslikav - implicitne argumente? Katere?

Argument operacije ima lahko privzeto vrednost. Na primer, logaritem x
z osnovo b zapiSemo log, x. Ce opustimo b, se razume, da je misljen desetiski
logaritem, log x = log, , x. Pravimo, da je privzeta vrednost osnove b = 10.

Vaja 3.2. Ali poznas$ $e kako drugo operacijo s privzeto vrednostjo?

Simbol lahko tudi preobteZimo, da ima ve¢ pomenov, nato pa od bralca
pricakujemo, da bo uganil, katerega smo mislili. Na primer, + uporabljamo za
seStevanje naravnih $tevil, seStevanje celih §tevil, seStevanje racionalnih $tevil,
seStevanje realnih $tevil, sestevanje kompleksnih $tevil, sestevanje vektorjev,
seStevanje matrik, itd. S preobtezevanjem ne gre pretiravati, ker lahko pripelje
do zmede. Obicajno z istim simbolom oznaé¢imo razli¢ne operacije, ki imajo
kaj skupnega. Tako + praviloma uporabljamo za operacijo, ki je komutativna,
asociativna in ima nevtralni element.

[OSNUTEK 14. OKTOBER 2026]



42 SIMBOLNI ZAPIS

Izrazi predstavljajo drevesa Izrazi so zaporedja znakov, ki jih piSemo z
leve na desno. Ponekod na svetu bi jih pisali z desne na levo ali navpi¢no.
Izrazi so le predstavitve tako imenovanih sintaktic¢nih dreves. Izraz ((3 +
x) X y) ® 2 predstavlja sintakti¢no drevo

®
d \2
/ N\

+ y
/\

3 X
O sintakti¢nih drevesih ne bomo govorili, le zapomnimo si, da se uporabljajo
v programiranju za predstavitev izrazov in da so uporabna, ko simbolni zapis
obravnavamo matemati¢no s prijemi iz algebre.

3.3 Slike in diagrami

Matematiki uporabljamo tudi diagrame in slike, slednje predvsem v geometriji
in analizi. Z njimi lahko razjasnimo pojme in si pomagamo pri predstavi
zapletenih pojmov in konstrukeij, zato so nepogresljivo orodje. To Se posebej
velja za pouevanje matematike. Pri uporabi slik moramo biti pazljivi, ker
nas lahko zavedejo. V poduk naj bo naslednji ‘izrek’.

Izrek 3.3 (neveljaven). Vsi trikotniki so enakokraki.

Neveljaven dokaz. Naj bo ~ABC poljuben trikotnik, glej sliko 3.1. Naj bo
P sredisce stranice BC ter Q presecisce simetrale kota 2BAC in simetrale
stranice BC. Naj bo R pravokotna projekcija tocke Q na stranico ABin S
pravokotna projekcija tocke Q na stranico AC. Trikotnik aBCQ je enakokrak
z vrthom Q, zato velja BQ = CQ. Trikotnika AAQR in ~AQS sta skladna, ker
imata skupno stranico in kota ob njej, nasprotna kota pa sta oba prava, torej
velja AR = ASin QR = QS. Sklepamo, da sta tudi trikotnika aBQR in aCQS
skladna, saj sta pravokotna trikotnika s skladno kateto in skladno hipotenuzo.
Potemtakem sta skladni $e preostali kateti, RB = SC, od koder izra¢unamo

AB= AR+ RB= AS+SC = AC.

Trikotnik ~ABC je res enakokrak. o
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Slika 3.1: trikotnik ~ABC

Vaja 3.4. Pois¢i napako v dokazu izreka 3.3.

3.4 Logicne formule

Matematicna izjava je besedilo, ki izraza kako matemati¢no dejstvo. Primeri
matemati¢nih izjav:

e 2+2=05.

« »Tocke P, Q in R so kolinearne.«

« »Enacba x? + 1 = 0 ima tri realne resitve.«
e a>>5.

PV = (=g =)

Izjava je lahko resni¢na, neresni¢na ali pa je njena resni¢nost odvisna od

vrednosti parametrov, ki nastopajo v njej:

« Izjava » Vsa realna stevila so vedja od 3.« je neresni¢na.
« Izjava » Nekatera realna Stevila so vedja od 3.« je resni¢na.
« Resni¢nost izjave »Stevilo x je vedje od 3.« je odvisna od vrednosti x.

Matematicne izjave obic¢ajno piSemo kombinirano v naravnem in simbol-
nem jeziku, saj so tako najlazje razumljive ljudem. Ce situacija to zahteva,
izjavo zapiSemo samo z matemati¢nimi simboli. Tako zapisani izjavi pravimo
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logicna formula ali logicni izraz. Osnovni gradniki logi¢nih formul so
logicne operacije iz tabele 3.3 in delimo jih na tri sklope:

e konstanti 1 in T,
e vezniki A, V, =, <, inV,
« kvantifikatorja V in 3.

Opozorimo na nekatere posebnosti matemati¢nega izrazanja. V matematiki
lo¢imo med dvema vrstama disjunkcije:

« disjunkcija ¢ V ¢ je inkluzivna: velja ¢ ali ¢, lahko tudi oba.
o ekskluzivna disjunkcija ¢ V = velja ¢ ali ¢/, vendar ne oba.

Bodite pozorni na to razliko, saj lahko v vsakdanji rabi » ali« oznacuje inklu-
zivno ali ekskluzivno disjunkcijo.

Vaja 3.5. Ko vas vprasajo » Zelis kavo ali ¢aj?«, odgovorite z »da.

V implikaciji ¢ = 1 imenujemo ¢ antecedent ali predpostavka in
konsekvent ali posledica. 1zmed vseh veznikov implikacija povzroca najvec
tezav, saj jo uporabljamo zelo ohlapno. Ce mati sinu rece

»Ce ne pospravis sobe, potem ti ne specem palacink,«

bo sin razocaran, ko bo pospravil sobo, mama pa ne bo spekla palacink. A ¢e
bi sin §tudiral matematiko, bi vedel, da mama ni povedala ni¢ o tem, kaj bo
storila, ée sobo pospravi. Ce bi mama rekla:

»Ce pospravis sobo, potem ti specem palacinke,«

bi to bila drugac¢na obljuba, ki bi mamo zavezala k peki palacink v primeru,
da sin pospravi sobo. Mama svoje obljube ne bi prelomila tudi v primeru, ko
bi spekla palacinke, a sin sobe ne bi pospravil; se pa velja vprasati, ali gre
lenobo nagrajevati s palacinkami. Ce ozna¢imo »sin pospravi sobo« s ¢ in
» mama spece palacinke« s i, zgornji izjavi zapiSemo simbolno z

P = Y in =1

Ti izjavi nista ekvivalentni.

Ekvivalenca ¢ & ¢ je okrajsava za (¢ = ) A (¥ = ¢). Pozor, v vsakda-
njem pogovoru ekvivalenco in implikacijo pogosto pomesamo, celo v mate-
mati¢nih besedilih! Definicija
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»Stevilo se imenuje sodo, ¢e je deljivo z dva.«
je zapisana kot implikacija, a jo je treba razumeti kot ekvivalenco:
»Stevilo se imenuje sodo, ce in samo ¢e je deljivo z dva.«

Res, implikacija bi dopus¢ala moznost, da se tudi stevilo 3 imenuje sodo.
V uporabi so nekatere ustaljene okrajsave:

Okrajsava Pomen

Ix,yeS.$ dxeS.(3yeS.¢)
VxeS,yeT.¢ VxeS.(VyeT.¢)
peoyepeo @AY ep)A(peo)
a=b=c=d a=bAb=cAc=d
a<b<c<d a<bAb<cAc<d

Sre¢amo tudi okrajsave, ki jih odsvetujemo. V nizu neenakosti naj gredo vse
primerjave v isto smer. Torej ne piSemo a < b < ¢ > d, ker se zlahka zmotimo
in mislimo, da velja a > d. To bi morali zapisati lo¢eno kota < b <cinc > d.
Prav tako ne nizamo relacije #, saj premnogi iz a # b # ¢ napacno sklepajo
a # ¢, Ceprav # ni tranzitivna relacija. Zapis a = b # ¢ = d je v redu, saj en
sam # ne povzroci tezav.

Dogovorimo se za prioriteto logi¢nih operacij:

+ negacija — ima prednost pred

« konjunkcijo A, ki ima prednost pred
« disjunkcijo Vv, ki ima prednost pred
- implikacijo =, ki ima prednost pred
« kvantifikatorjema V in 3.

Na primer:
-V pomeni (=) vV,
=9 pomeni (=(=¢)) = ¢,
PVY AP pomeni Vv Ap),

PAY=dVY pomeni (@A) =(PV).
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Kvantifikatorja vedno zajameta ¢im daljso izjavo:

VxeS.g=1 pomeni Vx e S.(¢ =),
VxeS.g=1y ne pomeni (VxeS.9) =1,
IxeS.pAY pomeni IxeS.(pAY),
VxeA. g AJye€B.y  pomeni Vxe A.(p A(3y € B.y)),
VxeA.¢AJyeB.y nepomeni (Vxe A.$)A(Jye B.y),
VxeS.¢=VyeT.¢y pomeni VxeS.(p=VyeT.y),

VxeS.¢=VyeT.y nepomeni (Vxe€S.¢)= VyeT.y).
Dalje, konjunkcija in disjunkcija zdruzujeta levo:
¢AYyAp  pomeni  (pAY)Ap,
dVYVp pomeni Vi)V p.

Za disjunkcijo in konjunkcijo sicer ni pomembno, kako postavimo oklepaje,
ker sta si obe moznosti ekvivalentni, vendar je prav, da natan¢no dolo¢imo,
katera od njiju je misljena. Implikacija zdruzuje desno:

¢p=y=p pomeni ¢= ()= p)

Tu ni vseeno, kako postavimo oklepaje, saj¢ = (¥ = p)in (¢ = ¢) = pv
splo$nem nista ekvivalentna.

Zgled 3.6. Naj bosta x,y € R. Izjavax < y = (y < x = x = y) je veljavna
za vse vrednosti x in y, izjava (x < y = y < x) = x = y pa velja natanko
tedaj, ko je x < y.

Vendar pozor! Kadar vidite niz implikacij
p=>y=>p=0
le-ta pogosto oznacuje konjunkcijo implikacij

=AY =p)A(p=o0),

podobno kot a < b < ¢ < d oznacuje konjunkcijo neenakosti. Tako pisemo,
Ceprav je formalno nepravilno, ker Zelimo nakazati zaporedje sklepov »iz
¢ sledi in nato iz  sledi p in nato iz p sledi o«. Obicajno vsak sklep zapi-
§emo v svojo vrstico. Recimo, za nenegativni Stevili x in y bi takole zapisali
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utemeljitev neenakosti med aritmeti¢no in geometrijsko sredino:

(x—9)P2>0=>x2—2xy+y%>0 Zmnozimo
y y+y
= x? +2xy + y? > 4xy (pristejemo 4xy)
= (x +y)? > 4xy (razstavimo)
L)
= % > xy (delimo s 4)
+
=z 5 b4 > Jxy. (korenimo)

Ce res zelite izraziti gnezdeno implikacijo, je bolje uporabiti oklepaje in
zapisati ¢ = (y = p).

Logi¢na kvantifikatorja V zapisih Vx € S.¢in Ix € S. ¢ je S mnozica,
razred? ali tip spremenljivke x. V praksi se uporablja ve¢ inadic zapisa za
kvantifikatorje, kot so:

V(x :S), ¢ VxeS:¢ (Vx € S)¢.
Podobne zapise najdemo tudi za eksisten¢ni kvantifikator. Sre¢amo tudi zapis
¢ VxeS,

ki pa ga odsvetujemo, ker je nepregleden in neprakti¢en, ko imamo opravka
z ve¢ gnezdenimi kvantifikatorji. Poleg tega uvede vezano spremenljivko x v
formuli ¢ Sele potem, ko smo Ze prebrali ¢.

Kvantifikator 3x € S. § pravi, da obstaja vsaj en x, lahko jih je tudi vec.
Na primer, 3x € R. x? = 4 je resni¢na izjava, saj obstajata dve $tevili, katerih
kvadrat je 4. V razdelku 3.7 bomo zapisali » obstaja natanko en« s pomocjo 3
inVv.

Poznamo tudi neomejena kvantifikatorja
Vx.$ in Ix. P,

ki se uporabljata, kadar je vnaprej znana mnozica S, po kateri tece spremen-
ljivka x. V matemati¢nem besedilu je obi¢ajno razvidna iz spremnega besedila,
vc€asih pa se zanesemo na ustaljene navade: n je naravno ali celo Stevilo, x
realno, fje funkcija ipd.

2V poglavju ?? bomo spoznali razliko med mnoZicami in razredi, zaenkrat si S predstavljamo
kot mnozico.
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Zgled 3.7. Najbo f : N — {0, 1} preslikava. V formuli

(Wn.f(n)=0)v(@n.f(n)=1)

se pojavita neomejena kvantifikatorja. Sklepamo, da je n naravno Sstevilo,
saj se v formuli pojavi izraz f(n), ki je smiselen le, ¢e je n € IN. Torej bi
natancneje zapisali

(VvneN.f(n)=0)v(@EneN. f(n) =1).

Ta zapis je res bolj natancen, a verjetno se lahko strinjamo, da ni bistveno
bolj pregleden od prvotnega.

3.5 Kako beremo in pisemo simbolni zapis
Izjave, zapisane v simbolni obliki, ni tezko prebrati. Na primer,

Vx,yER. x> =4ny’=4=>x=y,
preberemo:

»Za vse realne x in y, ¢e je x> enako 4 in y* enako 4, potem je x
enako y.«

Vec¢ izkusenj pa je potrebnih, da golo branje nadgradimo z razumevanjem
matemati¢nega pomena. Ali razumete, da zgornja izjava pravi

»Stevilo 4 ima najvec en realen kvadratni koren.«
pa tudi
»Enacba x* = 4 ima najvec eno realno resitev.«

Prehod iz golega branja formule do njenega razumevanja zahteva ¢as in
vajo. Tudi prevod v obratno smer, iz matemati¢ne misli v simbolno obliko, ni
preprost, zato povejmo, kako prevedemo nekatere standardne fraze.

»¢ je zadosten pogoj za Y« Zadosca dokazati ¢ zato, da dokazemo ¥, v
simbolni obliki ¢ = .

»¢ je potreben pogoj za Y« Izjava i ne more veljati, ne da bi veljal ¢. Z
drugimi besedami, ¢e velja i, potem velja tudi ¢, kar se v simbolni obliki

zapiSe ¢ = ¢.
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»¢ je zadosten in potreben pogoj za Y« To je kombinacija prejsnjih dveh
primerov, ki trdi, da iz ¢ sledi ¢ in iz ¢/ sledi ¢, kar pa je ekvivalenca: ¢ < .

»Naslednje izjave so ekvivalentne: ¢, {, p in 0.« To pomeni, da sta vsaki
dve izmed danih izjav ekvivalentni, se pravi

GePrn@epr(@pe) N eop) AW e aoa)A(pe o)

Ker je ekvivalenca tranzitivna relacija, ni treba obravnavati vseh kombinacij,
zadostujejo Zze tri, ki dane izjave poveZzejo med seboj:

GeoPAG = pnlpeo)
To pisemo krajse
peoyepeo,

¢eprav je formalno gledano tak zapis nepravilen. V razdelku ?? bomo tako
zaporedje ekvivalenc dokazali s ciklom implikacij

p=1, v =p, p=o0, o= ¢.

»Za vsak x iz S, za katerega velja ¢, velja tudi iy« To lahko preberemo
tudi kot »za vsak x iz S, ¢e zanj velja ¢, potem velja Y, kar je v simbolni obliki

VxeS.g=1.

Tudi izjave oblike »vsi ¢-ji so Y-ji« so te oblike, denimo »vsa od dva vedja
prastevila so liha« zapisemo

Vn e N.(n > 2 A »n je prastevilo) = »n je lih«.

»Enacba f(x) = g(x) nima realne resitve« To lahko povemo takole: ni
res, da obstaja x € R, za katerega bi veljalo f(x) = g(x). S simboli zapisemo

-Ix e R. f(x) = g(x).

Opozoriti velja, da iz same enacbe ne moremo vedno sklepati, kaj je neznanka.
V enacbi ax? + bx + ¢ = 0 bi za neznanko lahko nac¢eloma imeli katerokoli
od stirih spremenljivk a, b, ¢ in x, ali pa kar vse. Ve¢ina matematikov bi sicer
uganila, da je najverjetneje neznanka x, vendar se v splosnem ne moremo
zana$ati na obicaje in uganjevanje, ampak moramo to¢no povedati, kateri
simboli so neznanke in kateri parametri.
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Kombinacije kvantifikatorjev Pozor, vrstnega reda kvantifikatorjev ne
smemo meSati:

« Vx € R.3y € R.x < ypomeni »vsako realno $tevilo je manjse od
nekega realnega Stevila« (kar je res),

« dx € R.Vy € R.x < ypomeni »obstaja najmanjse realno stevilo« (kar
ni res).

To dejstvo bomo utrjevali na vajah. Zapomnite si, da morate biti tudi pri
ostalih predmetih posebej pozorni na vrstni red »za vsak« in »obstaja«. Je
profesorica pri analizi rekla »za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da ...« ali je
rekla »obstaja tak § > 0, da za vsak € > 0 ...«? Ce boste zamesali ti dve izjavi
na ustnem izpitu iz analize, boste imeli pokvarjen dan ali pa cele pocitnice!

Kvantifikator z dodatnim pogojem Pogosto kvantifikacijo kombiniramo
z dodatnim pogojem, na primer:

« »Obstaja liho naravno stevilo, ki ni deljivo s 7.«
« »Vsako sodo naravno stevilo je deljivo s 3.«

V prvem primeru je dodatni pogoj izrazen z besedico »liho« in v drugem
s »sodo«. Kako zapisemo take izjave s formulo in kam vtaknemo dodatni
pogoj? Izjavi pretvorimo po korakih:

« »Obstaja liho naravno stevilo, ki ni deljivo s 7.«

« »Obstaja naravno stevilo, ki je liho in ki ni deljivo s 7.«
« »Obstaja x iz N, da je x lih in x ni deljiv s 7.«

« dx € N.»x je lih« A »x ni deljiv s 7«

e dJxeN.(GyeN.x=2y+1)A(3zeN.x =7z)

In $e druga izjava:

« »Vsako sodo naravno $tevilo je deljivo s 3.«

« »Vsako naravno stevilo, ki je sodo, je deljivo s 3.«

« »Za vsako naravno Stevilo velja, da ce je sodo, potem je deljivo s 3.«
« »Za vsak x iz N velja, ¢e je x sod, potem je x deljiv s 3.«

. Vx € N.»xje sod« = »x je deljiv s 3«

« VxeN.(3ye N.x=2y) = (3ze€ N.x = 3z2)

Zapomnimo si, da dodatni pogoj pri 3 izrazimo z veznikom A in dodatni
pogoj priV z veznikom =-:
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Izjava Formula

»Za vsak x € A, ki zados¢a ¢(x), velja (x)« Vx € A.((x) = ¥(x))
»Obstaja x € A, ki zados¢a ¢(x), in zanj velja y(x)«  3Ix € A.(H(x) A ¥(x))

Vaja 3.8. Ugotovi, kaksen je matemati¢ni pomen naslednjih izjav:

« VxER.x<0=3yeR.y? =x,
« VxER.x<O0ATyeR.y* =x,
«IxeR.x<0AX%=—1,

« IxreR.x<0=>x%=-1.

Najprej ugotovi, kako je treba postaviti oklepaje, da so formule berljive.

V¢asih lahko izjavo zapisemo s formulo na ve¢ na¢inov. Na primer, izjavo
» Za vsako pozitivno realno $tevilo x velja $(x).«

bi lahko zapisali kot:

o Vx € Ryp. P(x),

« Vxef{yeR|y>0}.4(x),
e VxeR.x>0= ¢(x),

o Vx> 0.¢(x).

Pri prvem smo uporabili zapis R, ki oznac¢uje mnozico vseh pozitivnih
realnih tevil. Pri drugem smo se znebili R, vendar je zapis bolj nepregleden.
Pri tretjem smo predstavili pozitivnost kot dodatni pogoj. Cetrti nacin je
najbolj berljiv in se pogosto uporablja, a nam ne pove, ali je x realno, celo ali
racionalno §tevilo.

3.6 Definicije

Preden v matemati¢nem besedilu uporabimo simbol ali spremenljivko, ga
moramo vpeljati. To pomeni, da moramo pojasniti, kaksen je pomen simbola.
Poznamo dva osnovna nacina za vpeljavo novih simbolov:

« Nov simbol s lahko definiramo kot okrajsavo za neki drugi izraz ali
logi¢no formulo.

« Nov simbol s je (vezana ali prosta) spremenljivka, ki predstavlja neki
(neznan, poljuben, nedolocen) element dane mnozice A.
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V obeh primerih dodamo simbol s v kontekst, se pravi v spisek znanih
simbolov, o ¢emer bomo povedali veé v razdelku ??. Ce smo simbol uvedli le
zaCasno, moramo podati njegovo obmodje veljavnosti, na primer trenutno
poglavije ali trenutni dokaz.

Definicija kot okrajsava Definicija je v prvi vrsti okraj$ava za neki izraz.
Z njo uvedemo nov simbol s in mu pripiS$emo neko vrednost. Simbol s je enak
vrednosti, ki smo mu jo pripisali. Simbolni zapis za definicijo je

Si=..

Na primer, v besedilu bi lahko napisali »Naj bo s :=log, 7+ /6.« S tem smo
v kontekst dodali simbol s in predpostavko s = log, 7 + /6. V matemati¢nih
besedilih boste zasledili tudi naslednje nacine za definicijo:

« s=log,7 + /6 (namesto := uporabimo =)
« s=log,7 + /6 (namesto := uporabimo =)
« s =log,7 + /6 (namesto := uporabimo =)

Kadar definiramo simbol tako, da mu priredimo funkcijski predpis, recimo
fi=(x—x*+7)

to raje zapisemo kot
flx) :=x%+7.

Poglejmo $e, kako definiramo okrajsave za logi¢ne formule. Denimo, da
zelimo s ¢(x) oznaéiti izjavo 3y € R.y? = x + 1. Glede na zgornji dogovor
zapiSemo

$:=(x—>@3yeR.y*=x+1))

ali
#(x) :=(Fy €R.y? = x +1).

Vendar takega zapisa v praksi ne boste videli. Dosti bolj pogost je zapis
p(x) e IJyeR.y>=x+1

ali pakar ¢p(x) © JyeR.y?> = x + 1.

Definicije novih matemati¢nih pojmov Kaj pa definicije novih pojmov,
ki jih srecujete pri predavanjih, denimo naslednji pojem iz analize:
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Definicija 3.9. Zaporedje stevila : IN — R je neomejeno, Ce za vsak x € R

obstaja i € N, da je |a;]| > x.

S stali§c¢a simbolnega zapisa je to le uvedba novega simbola neomejeno:
neomejeno(a) := (Vx € R.3i € N.|g| > x).

Seveda bistvo take definicije ni le krajsi zapis, ampak predvsem uporabna
vrednost pojma »neomejeno zaporedje«.

3.7 Enoli¢ni obstoj

S kvantifikatorjema V in 3 lahko izrazimo tudi druge kvantifikatorje. Na
primer, »obstajata vsaj dva elementa x in y iz A, ki izpolnjujeta pogoj ¢«,
zapiSemo

Ixe A.Jye A.x =y Ad(x) A P(y).

Pozor, formula
e A.Tye A.¢(x)Ady)

dopusta moznost x = yin je ekvivalentna 3z € A . ¢(z).
Vaja 3.10. Katere od formul izrazajo dejstvo, da ima funkcija f : R - R
vsaj dve razli¢ni nicli:

«dIxeR.IyeR. f(x)=0A f(y)=0.

«+ AxeR.f(x)=0)AEy eR. f(y)=0).
«dIxeR.IyeR.xxy= f(x)=0A f(y)=0.
«dxeR.IyeR.x=yA f(x)=0A f(y)=0.

Pogosto Zelimo izraziti »obstaja natanko en x iz A, da velja $(x)«, kar
naredimo takole:

(Ax e A. ¢ A (Vy,z€ A 9(y) A (z) = y = 2) (3-1)

ali ekvivalentno

xeA.(Jx)AVye A.§(y) = x=1y). (3.2)
Formulo (3.1) razdelimo na dva dela:

« »3dx € A.¢(x)« pove, da obstaja vsaj en Zeleni x.
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e »Vy,z€ A.¢p(y) A f(2) = y = z« pove, da sta vsaka dva elementa, ki
zado$cata ¢, enaka; se pravi, da obstaja najvec en Zeleni x.

Formulo (3.2) preberemo takole: obstaja x € A, ki zados¢a ¢(x), in vsak
element, ki zadosca ¢, je enak x.
Za formulo (3.1) uporabljamo okrajsavo

dx € A. d(x),

ki jo beremo »obstaja natanko en x iz A, da velja ¢(x)«. Uporablja se tudi
zapis 3'x € A. ¢(x).

3.8 Enolicni opis

Ce dokazemo, da obstaja natanko en x € A, ki zados¢a pogoju ¢(x), potem
se lahko nanj smiselno sklicujemo s »tisti x iz A, ki zados¢a §(x)«, na primer:

« »tisto realno Stevilo x, za katero je x> = 2« (namre¢ kubi¢ni koren iz 2),
« »tista mnoZica S, ki nima nobenega elementa« (namre¢ prazna mnozica).

Ni pa vsak tovrstni zapis veljaven:

« »tisto racionalno Stevilo x, za katero je x> = 2« (takega stevila ni),
« »tisto realno stevilo x, za katero je x* = 2« (sta dve taki §tevili),
« »tista mnozica S, ki ima natanko en element« (takih mnoZic je vec).

Za opredelitev matemati¢nih objektov z enoli¢nim opisom uvedimo simbolni
zapis. Ce dokazemo
x e A.P(x)

potem lahko pisemo
x € A.P(x),

in beremo »tisti x € A, za katerega velja ¢(x)«. Velja

d(ix € A. ¢(x)).

Spremenljivka x je vezana v ix € A. $(x).

Zgled 3.11. Denimo, da $e ne bi poznali simbola ,/ za kvadratne korene.
Tedaj bi lahko kvadratni koren iz 2 zapisali kot

xER.(x>0Ax%*=2)
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Se ve¢, preslikavo J # Ryg = Ry lahko definiramo takole:
J x> (y €R.(y>0Ay%=x)).

Vaja 3.12. Zapisite »limita zaporedja a : IN — R« z operatorjem 1, pod
predpostavko, da je a konvergentno zaporedje. Najprej povejte z besedami
»limita zaporedja a je tisti x € R, ki ...«, nato pa zapisite Se v oblikiix € R. ....

3.9 Vaje

Vaja 3.13. Zapisia = b # ¢ = d brez okrajsav.

Vaja 3.14. Je »n je sod in n > 2« potreben ali zadosten pogoj za »n ni
prastevilo«?

Vaja 3.15. Podaj konkretne primere izjav ¢, i/ in p, iz katerih je razvidno, da
izjava (¢ < )A (¥ < p) ni ekvivalentna niti (¢ < /) < pniti¢p < (Y < p).

Vaja 3.16. V simbolni obliki zapisi »n je lih« in »n je prastevilo«. Namig: n
je lih, kadar obstaja naravno Stevilo k, za katerega veljan = 2k + 1, in n je
prastevilo, kadar je n > 1 in n ni zmnozek dveh naravnih $tevil, ki sta obe
vedji od 1.

Vaja 3.17. Zapisi v simbolni obliki: Sistem enacb

ax +byy=cy,

asx +byy=rcy
nima pozitivnih realnih resitev x, y.

Vaja 3.18. Zapisi v simbolni obliki:

1. »Enacba f(x) = g(x) ima najvec eno realno resitev.«
2. »Enaéba f(x) = g(x) ima vec kot eno realno resitev.«
3. »Enacba f(x) = g(x) ima natanko dve realni resitvi.«
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Grska érka Izgovorjava

velika mala | vslovenscini v gricini
A o alfa alfa
B B beta vita
T % gama yama
A é delta delta
E €€ epsilon epsilon
Z 4 zeta zita
H n eta ita
C) 0,9 Oeta Oita
I 1 jota jota
K K kapa kapa
A A lambda lamda
M 7 mi mi
N v ni ni
= £ ksi ksi
O 0 omikron omikron
IT T, @ pi pi
P P, 0 ro ro
2 0,6 sigma siyma
T T tau taf
Y v ipsilon ipsilon
) o7 fi fi
X X hi xi
b4 14 psi psi
Q 1) omega omeya

Izgovorjava: u je ustni¢ni u (kot v besedi ‘pav’); y je cerkljanski ‘g’ (nekaj med ‘g’ in ‘h’ —
vprasajte sosolce s tega obmocja); 0 je angleski nezvenedi ‘th’ (kot v besedi ‘thing’); x je nemski
‘ch’ (kot v besedi ‘ich’).

Tabela 3.2: Grska abeceda
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Operacija Zapis Izgovorjava
resnica T »resnica«
»je res«
» pravilno«
neresnica 1 »neresnica«
»ni res«
»nepravilno«
konjunkcija ONY »¢ in Y«
disjunkcija oVYy »¢ ali Y«
implikacija p=1 »Ce ¢, potem Y«
»iz ¢ sledi P«
»¢, samo Ce Y«
»y sledi iz P«
»¢@ je zadosten pogoj za Y«
»Y je potreben pogoj za ¢«
ekvivalenca Py »¢, Ce in samo Ce Y«
»¢ natanko tedaj, ko «
negacija ) »ne P«
»ni res, da ¢«
»ne velja P«
ekskluzivna disjunkcija oVY »bodisi ¢ bodisi «
poY
univerzalni kvantifikator Vx € S.¢ »za vse x iz S velja ¢«
»¢ za vse x iz S«
eksisten¢ni kvantifikator 3Jx € S.¢ »obstaja x iz S, da ¢«

»za neki x iz S velja ¢«
»$ za neki x iz S«

Tabela 3.3: Logi¢ni konstanti, vezniki in kvantifikatorja
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