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Predgovor

Pri predmetu Logika in mnoZice v prvem letniku Studija matematike se Studenti
ucijo osnov matemati¢nega izrazanja: kako beremo in piSemo matemati¢no be-
sedilo, kako uporabljamo simbolni zapis, kako zapiSemo in preberemo dokaz.
Hkrati spoznavajo temelje matematicne logike in teorije mnoZic. Za semesterski
predmet z dvema urama predavanj in dvema urama vaj ima predmet ambiciozen
program. Pri¢ujoci ucbenik naj bodo v pomo¢ slusateljem ter vsem, ki jih v je v
svet matematike zvabila Zelja razumeti, na ¢em stoji ta prelepa veda.

Zahvala. Za pomoc¢ pri urejanju zapiskov in opozarjanje na napake se zahvalju-
jeva Studentkam in Studentom: Luka Debevc, Ema Grmsek, Matija Fajfar, Miha
Gyergyek, Peter Jereb, Jan Kastelic, Jan Malej, Matej Marinko, Jan Pantner, Lev
Rus, Jakob Schrader, Matija Sirk, Matej Safari¢, Gal Zmazek, Marjetka Zupan in
Patrik Znidarsié. Vse preostale napake so najina last.

Andrej Bauer in Davorin Lesnik
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1 Osnovno o mnozicah in preslikavah

Temeljni gradniki sodobne matematike so mnoZice, ki so skupki ali zbirke mate-
mati¢nih objektov, lahko spet mnozic. Vsaka mnoZzica sestoji iz elementov in je z
njimi natan¢no dolo¢ena. Kadar je a element mnozice M, to zapiSemo a € M in
beremo »a je element M« ali »a pripada M«. Slisali boste tudi »a je vsebovan v M«,
a to rabo odsvetujemo, ker tudi A C M beremo »A je vsebovan v M«.

V splo$ni razpravi o mnoZicah, ki bi presegala meje oZje matematicne vede,
bi se opirali na zgodovinski in druzbeni kontekst, jezikovni izvor in rabo besed
‘mnoZica’, ‘skupek’ in ‘zbirka’, kognitivno analizo, eksperimente, filozofijo itn.
Vsi ti vidiki so za matematike izjemo koristni, saj iz takih »pred-matemati¢nih«
obravnav ¢rpamo sveZe zamisli in matematiko naredimo zares uporabno. Ko pa
delujemo znotraj matematike, zunanje vplive odmislimo in se zanasamo le Se na
pravila logi¢nega sklepanja in dogovorjene matemati¢ne zakone, da ne prihaja do
nejasnosti in dvomljivih sklepov.

Kot matematiki lahko ustvarimo taksen ali drugacen pojem mnozice in pri
tem imamo popolno svobodo. Se mnozica lahko spreminja ali vedno vsebuje iste
elemente? Je pomemben vrstired elementov v mnozici? Sme mnozica biti element
same sebe? Ali morajo biti elementi mnoZice izracunljivi? To so vprasanja, ki
nimajo enozna¢nega odgovora. In res je znanih ve¢ med seboj nezdruzljivih
zvrsti teorije mnozic, ki matemati¢no opredeljujejo razli¢ne vidike obicajnega
razumevanja besede ‘mnoZica’. Mi bomo spoznali tisto, ki jo uporablja velika
vecina matematikov.

Se enkrat poudarimo, da ima vsakdo, $e posebej pa mladi um, popolno svo-
bodo matemati¢nega ustvarjanja. Zelite razmiljati o druga¢nih mnoZicah, ki
ne zadoScajo pravilom iz tega ucbenika? Ali pa o Stevilih, ki zadoScajo zakonu
x +x = 0? O geometriji, v kateri skozi to¢ko lahko potegnemo dve vzporednici k
dani premici? Kar dajte! Pri tem vas le prosimo, celo zahtevamo, da razmisljate
temeljito, vztrajno in globoko, da ste iskreni do sebe in ostalih ter da svoje zamisli
in spoznanja predstavite na matematikom razumljiv nacin.

1.1 Pravilo ekstenzionalnosti in konéne mnozZzice

Zamisel, da je mnoZica natan¢no dolocena s svojimi elementi, izrazimo z mate-
mati¢nim zakonom, ki mu pravimo pravilo ekstenzionalnosti:

Pravilo 1.1 (Ekstenzionalnost mnozic). MnoZici sta enaki, e vsebujeta iste elemente.

Kaj pravzaprav pomeni, da je to »pravilo«, »matemati¢ni zakon« ali »nacelo«?
So ga razglasili v parlementu, je to zakon narave, ali morda dogma, ki jo je razgla-
sil profesor na predavanjih? Bodo tisti, ki pravila ekstenzionalnosti ne spostujejo,
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10 Osnovno o mnozicah in preslikavah

delezni Lesnikove masti? Ne. Matemati¢ni zakoni so dogovori, nekaksna pravila
matematicne igre. Skozi ¢as so se uveljavila tista, ki so bila uporabna v naravo-
slovju in tehniki, ali pa so v njih matematiki prepoznali notranjo lepoto in lastno
uporabno vrednost.

V matematiki je izbor besed, s katerimi poimenujemo pojme, hkrati pomem-
ben in nebistven. S povsem ¢loveskega stalis¢a je pomembno, da izbiramo besede,
katerih predhodni vsakdanji pomen nakazuje matemati¢ni pomen. Hkratijeizbor
besed nebistven, saj strukturo, lastnosti in povezave med matemati¢nimi objekti
dolocajo izkljuéno dogovorjeni matemati¢ni zakoni in ne vsakdanja raba besed
izven polja matematike. Ce bi se dogovorili, da namesto besed ‘mnoZica’ in ‘ele-
ment’ govorimo ‘zbor’ in ‘¢lan’, ali celo ‘morje’ in ‘riba’, se matemati¢na vsebina
teorije morja ne bi &isto nié spremenila. Ceprav se to slidi zabavno, ne gre izzivati
svojih stanovskih kolegic in kolegov.

Vrnimo se k nasim mnoZicam. Pravilo ekstenzionalnosti nam pove, da lahko
mnoZzico podamo tako, da natanc¢no opredelimo njene elemente. A to ne pomeni,
damnozica obstaja, brz ko jo lahko natan¢no opredelimo! Ta pot vodi v protislovje,
ki ga je odkril Bertrand Ruseell! na zacetku 20. stoletja in ga bomo $e obravnavali.
1z zagate so se matematiki resili s previdno izbranimi pravili, ki dolocajo dopustne
konstrukcije mnoZic.

Posebej preprosta konstrukcija zdruzi kon¢en nabor matemati¢nih objektov v
mnozico. Na primer, ¢e so 4, b in ¢ matemati¢ni objekti, potem lahko tvorimo
mnoZzico

{a,b,c}

katere elementi so natanko 4, b in c. To pomeni, da za vsak matemati¢ni objekt x
velja
x €{a,b,c},éeinsamoex =aalix =balix = c.

Fraza »ce in samo ce« pomeni:

1. Cex=aalix=balix =c, potemx € {a,b,c} in

2. ¢exe{a,b,c},potemx =agalix=balix =c.
Prva trditev zagotavlja 1 + 1 € {1,2, 3}, ker velja vsaj ena od moznosti: 1 +1 =1
alil+1=2alil+1 = 3. Iz druge trditve sledi, da 5 € {1,2, 3} ne velja, ker ne
velja nobena od moZnosti: 5=1ali5=2ali5 = 3.

Poskusimo zapisati splosno pravilo, ki zajema zgornje primere.

Pravilo 1.2. Za poljuben koncen nabor objektov a, b, ...,z je{a,b,...,z} mnoZica,
katere elementi so natanko objekti a, b, ..., z.

Za trenutek ustavimo tok misli in opozorimo, da zapis s tropi¢jem “..." ni
dovolj natancen, saj dopusc¢a dvoumnosti. Denimo, so elementi mnoZice

{3,5,7,...,31},

liha Stevila med 3 in 31, ali samo prastevila? Zapis res ni dovolj natancen. Kljub
temu tak zapis uporabljamo, ker v praksi bralec ve¢inoma pravilno ugane, kaj je
bilo misljeno, saj imamo ljudje zelo podobne sposobnosti prepoznavanja vzorcev.
Z matemati¢nega vidika pa to ni dopustno, ker lahko tropicje vedno razumemo na
vec nacinov.

IBertrand Arthur William Russell (1872-1970), angle3ki filozof logik in matematik.
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1.1 Pravilo ekstenzionalnosti in konéne mnoZice 11

Pa tu e ni konec teZav z zapisom pravila 1.2. Ali smemo tvoriti mnozZico,
ki ima vec elementov, kot je ¢rk abecede? Ali bi bilo pravilo Se vedno isto, ¢e bi
namestoa, b, ...,z zapisalia, b, ..., j? Alismemo tvoritimnoZzico z ni¢ elementi?
Ce namre¢ vstavimo ni¢ elementov, se pravilo glasi »Za vse objekte je { } mnoZica,
katere elementi so natanko objekti«, kar bi uciteljica slovensc¢ine precrtala z rdeco. 1z
nesrecnega tropicja se res ne vidi, kaj je in kaj ni dovoljeno. Iz zagate se bomo
izvili v razdelku 1.1.1, kjer bomo pravilo kon¢nih mnoZic nadomestili s tremi bolj
preprostimi, ki imajo skupaj enakovreden ucinek.

Preverimo, ali ima pravilo ekstenzionalnosti vsaj pri¢akovani u¢inek. Ce res
zagotavlja, da vrstni red in Stevilo pojavitev elementov v mnozici ni pomembno,
bi moralo slediti {1,2} = {2,1,1}. Paje to res?

Trditev 1.3. MnozZici {1,2} in {2,1,1} sta enaki.

Dokaz. Dokaz, ki ga bomo zapisali je izjemno podroben in ga v praksi ne bi
zapisali, saj je z njegovim branjem ve¢ dela, kot ¢e bi ga poustvarili sami. Ker pa
Zelimo pokazati, da tudi najbolj trivialna dejstva lahko dokaZemo, ga zapisimo.

Izhajati smemo izklju¢no iz naslednji dejstev:

¢ pravilo ekstenzionalnosti,

e xe€{1,2},¢einsamoex =lalix =2,

e xe{2,1,1},einsamo e x =2alix =Tlalix = 1.

Uporabimo pravilo ekstenzionalnosti na {1,2} in {2,1, 1}, kar pomeni, da mo-
ramo preveriti, ali imata iste elemente. To naredimo v dveh korakih:

1. Zavsak element {1,2} dokaZemo, daje element {2,1,1}. Najbo x € {1,2}.

Iz definicije mnoZice {1,2} sledi, da je x = 1 ali x = 2. Obravnavamo dva

primera:
(@) Primer x = 1: iz x = 1sledi, dajex = 2alix = 1ali x = 1, zato je
xe{2,1,1}.
(b) Primer x = 2: iz x = 2 sledi,dajex = 2alix = 1ali x =1, zato je
xe{2,1,1}.

2. Zavsak element {2, 1,1} dokaZemo, da je element {1, 2}.
Ta korak je zelo podoben prvemu, zato bi ga skoraj vsak matematik »pre-
pustil bralcu za vajo«, a tokrat se bomo pomujali in ga zapisali. Naj bo
x € {2,1,1}. Iz definicije mnozice {2,1,1} sledi, dajex = 2 alix = 1 ali
x = 1. Obravnavamo tri primere:
(a) Primer x = 2: iz x = 2sledi, dajex = 1alix =2, zatoje x € {1, 2}.
(b) Primer x = 1: iz x = 1 sledi, daje x = 1ali x = 2, zato je x € {1,2}.
(c) Primer x = 1: izx = 1sledi, dajex = 1ali x =2, zatoje x € {1,2}.
Dokaz je koncan. O

Mimogrede, kvadratek oznacuje konec dokaza. Imenuje se tudi »Halmos« po
matematiku Paulu Halmosu, ki ga je prvi uporabljal. Nekateri avtorji piSejo tudi
QED, kar je okrajsava za »quod erat demonstrandum«.

Se enkrat se pojavi dvom o uporabi pravila 1.2. Nikjer ne pise, da smemo pri
nastevanju isti element veckrat ponoviti. Je sploh dovoljeno ponavljati elemente
kon¢ne mnozice in pisati {2,1,1}? V vsakdanjem Zivljenju je vsaj nenavadno, da
stvari po nepotrebnem ponavljamo. V matematiki razumemo besedilo dobese-
dno. Ker v pravilu 1.2 piSe »za vse objekte«, imamo povsem proste rok. Povedano z
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12 Osnovno o mnozicah in preslikavah

drugimi besedami, mnoZico {2, 1, 1} smemo tvoriti, ker nikjer ne piSe, da moramo
nasteti razli¢ne elemente.

1.1.1 Prazna mnoZica, enojec, dvojec in unija

Nesre¢no tropi¢je v pravilu 1.2 povzroca dovolj dvomov, da bi ga bilo dobro
odpraviti. To doseZemo s tremi nadomestnimi pravili, ki imajo skupaj enak uc¢inek
kot prvotno pravilo.

Pravilo 1.4. Prazna mnozZica () je mnoZica, ki nima elementov.

Pravilo 1.5. Za vsak x in y je (neurejeni) par ali dvojec {x, y} mnoZica, katere
elementa sta natanko x in y.

Pravilo 1.6. Unija A U B mnoZic A in B je mnoZica, ki ima za elemente natanko vse
objekte, ki so element A ali element B (lahko tudi obeh).

V pravilu 1.5 smo besedo »neurejeni« zapisali v oklepaju, kar pomeni, da jo
obicajno opustimo in re¢emo samo »dvojec«, kar smo Ze storili v naslovu tega
razdelka. Se pravi, da »neurejeni dvojec« in »dvojec« pomenita isto. V primeru
nejasnosti raje uporabimo daljso obliko.

Prvo pravilo pojasni, da lahko tvorimo mnozico brez elementov. Poleg oznake ()
se za prazno mnoZzico uporablja tudi zapis { }.

Drugo pravilo pove, kako lahko tvorimo mnoZico z dvema elementoma, pa
tudi z enim. Spomnimo se, pravila je treba brati dobesedno: za x in y bi lahko
vzeli dvakrat isti objekt z in tvorili mnoZico {z, z}, ki ima natanko elementa z
in z. To je pravzaprav mnoZica z enim samim elementom z, zato ji pravimo tudi
enojec in jo zapiSemo {z}.

Tretje pravilo nam omogoca, da tvorimo vecje mnoZice. Denimo, mnoZico z
elementi a, b, ¢ lahko tvorimo kot unijo

{a,b} U{c}.
To ni edini nacin, enako mnoZzico lahko dobimo na ve¢ nacinov:
{ayu{b})u{c} ali {b}U{c,a} ali {a,c,a}U{b,c} itn.

Kogar to zabava, lahko dokazuje, da so vse te mnozice enake.
Priro¢no je imeti v roki neko mnoZzico z enim elementom, pri cemer je vseeno,
kateri element vsebuje. Naslednje pravilo zagotavlja tako mnoZico.

Pravilo 1.7. Standardni enojec 1 je mnoZica, katere edini element je ().

Morda se zdi nenavadno, da mnoZico ozna¢imo s Stevilom, a ta obc¢utek bo
hitro izginil, ko bomo ra¢unali z mnozicami. Pravaprav bi lahko prazno mnoZzico
oznacili z ni¢ 0 in nekateri matematiki to dejansko poc¢nejo.

Edini element mnoZice 1 smo nenavadno zapisali (). To ni tiskarska napaka,
ampak nacrtna izbira, ki bo pojasnjena v razdeleku 1.5. In seveda velja 1 = {()}.

Pravilo 1.7 ni nujno potrebno, saj lahko tvorimo veliko razli¢nih enojcev, za-
Cendiz {0}, katerega obstoj zagotavljata pravili za prazno mnozZico in dvojec. Dase
ne bi vsakic¢ znova ukvarjali z nepotrebnim izbiranjem nekega enojca, smo enega
od njih proglasili za prvega med enakimi. S prazno mnoZico nimamo podobnih
teZav, saj je ena sama.
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1.2 Preslikave

Temelj matematike ne tvorijo le mnoZice, ampak tudi drugi matemati¢ni pojmi.
Prvi izmed njih je preslikava, oziroma s tujko funkcija.’> V srednji 3oli ste Ze
spoznali nekatere preslikave, kot so na primer linearne preslikave, trigonometrij-
ske funkcije, logaritem itd. Nas pa ne bodo zanimale posamezne preslikave, ali
posebne lastnosti preslikav, ampak preslikave na splosno.

Vsaka preslikava ima tri sestavne dele: domeno ali zacetno mnoZico, kodo-
meno ali ciljno mnoZico in prirejanje. Domeni se pogosto rece tudi definicijsko
obmocje. Ce govorimo o preslikavi, ki ima domeno X in kodomeno Y, to pona-
zorimo s puscico med X in Y, takole

X—Y
Ce Zelimo preslikavo poimenovati, na primer f, zapigemo

f: X—Y ali XL>Y

Pravimo, daje f preslikavaiz X vY. Zapis nad pus¢icoje prikladen, kadar imamo
opravka z ve¢imi preslikavami, ki jih predstavimo z diagramom. Na primer,

X——y-Jt.o7.8

144

nam pove, da imamo opravka z (neimenovano) preslikavo iz X v Y, s preslikavo
fizY v Z in s preslikavo g is W v Z. Diagrami so lahko $e precej bolj zapleteni.

Tretji del preslikave je prirejanje, ki doloca, kako elemente domene preslikamo
v elemente kodomene. Kaj pravzaprav to pomeni? MoZnih je ve¢ odgovorov.
V srednji Soli preirejanje ena¢imo z matemati¢no formulo, ki tako imenovano
‘neodvisno spremenljivko’ preslika v vrednost, na primer x slika v 2 sin(x + 7t/4).
S simboli tak predpis zapisemo

X > 2sin(x + 1t/4).

in preberemo »x se slika v dvakrat sinus od x plus pi Cetrtin.« Matematiki smo
natan¢ni, zato ne meSamo uporabe pusc¢ic — in . Navadna puscica se uporablja
pri oznaki domene in kodomene, repata pa v predpisu. V rac¢unalnistvu besedo
‘predpis’ razumemo kot ‘programska koda’ in o preslikavah razmisljajo kar kot o
algoritmih.

1.2.1 Identiteta in konstantna preslikava

Dve posebej preprosti zvrsti preslikav sta identiteta in konstantna preslikava. Za
vsako mnozico A je identiteta na A preslikava

idg:A— A

2Nekateri uporabljajo izraz »funkcija« samo za tiste preslikave, ki slikajo v realna ali komple-
ksna stevila, vendar to navado izpodriva rac¢unalnistvo, saj funkcije v programskih jezikih nimajo
omejitev. Dandanes ve¢ina matematikov besedo »funkcija« obravnava kot sopomenko besede »pre-
slikava« in tako jo bomo uporabljali tudi mi.
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ki elementu x € A priredi x. Za vsaki mnozici A in B ter b € B konstantna
preslikava
ky:A— B

priredi vsakemu elementu iz A element b. S funkcijskim predpisom zapisemo
identiteto in konstantno preslikavo takole:

idg:A— A ky:A— B

idg:xm—>x ky : x > b.

1.2.2 Kako Se lahko podamo prirejanje

V teoriji mnozZic lahko prirejanje med elementi domene X in kodomene podamo Y
na kak drug nacin, ki ga ne moremo neposredno izraziti z matemati¢no formulo.
Paziti moramo le, da zado$¢a pogojema:

* celovitost: vsakemu elementu iz X je prirejen vsaj en element iz Y,

* enolicnost: e sta elementu x € X prirejenay € Yinz € Y, potem y = z.
Obravnavajmo nekaj zgledov.

Zgled 1.8. Definirajmo preslikavo f : R — R s prirejanjem, ki elementu x € R
iz domene priredi najmanjSe realno Stevilo ¥ € R iz kodomene, za katerega
velja ¥° + y = x. Ali to prirejanje sploh poda preslikavo? Al je res, da za
vsak x € R obstaja natanko en y € R, ki je najmanjSe realno stevilo y, ki zadosc¢a
xy® +y = x? Odgovor je pritrdilen: y obstaja, ker je xy> + y — x polinom lihe
stopnje v spremenljivki ¥ in ima vsaj eno realno ni¢lo, po drugi strani pa je ¥
enoli¢no dologen, ker je ena od konéno mnogo nicel tega polinoma najmanjsa. Ce
bi v zgledu potenco 5 nadomestili s 6, bi zgled pokvarili. Znate to utemeljiti?

Preslikavo s konc¢no domeno lahko podamo s tabelo, denimo:

f:{1,2,3,5} >N

X fl)
1 10
2 10
3 20
5 10

Tabela elementu v levem stolpcu priredi istolezni element v desnem stolpcu: 1
priredi 10, 2 priredi 10, 3 priredi 20 in 5 priredi 10. Funkcijo lahko predstavimo
tudi tako, da nastejemo vsa prirejanja:

f(1):=10 ali f:1—10
f(2):=10 f:2m—10
f(3):=20 f:3—20
f(5):=10 f 5+ 10.

To se Se vedno le tabele, predstavljene na drugacen nacin. Pomembno je, da je
domena f kon¢na mnoZica.
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Preslikava je lahko dolocena tudi z opisom racunskega postopka, pravimo
mu algoritem, s pomocjo katerega izracunamo vrednost preslikave pri danem
argumentu. Paziti moramo, da je opis postopka res natancen in nedvoumen,
lahko ga kar zapisemo kot program.

Vaja 1.9. Definirajmo preslikavo ¢ : N — Z z zahtevo, da naravnemu Stevilu
n € N priredi tisto celo Stevilo k € Z, za katerega velja k* < n < (k + 1)%

Preverite, da je prirejanje celovito in enoli¢no in podajte ¢im bolj razumljiv besedni
opis preslikave g.

1.2.3 Funkcijski predpisi

Predpisu »x se slika v . .. «, ki ga zapiSemo
x > ..

pravimo tudi funkcijski predpis. Posvetimo se mu in se ob njem naucimo nekaj
natan¢nosti. Na desni, lahko namesto --- zapiSemo izraz, v katerem se sme
pojaviti simbol x, denimo

x 1+ x%.

Spremenljivka x nima v naprej dolo¢ene vrednosti, pa¢ pa kaze, kam lahko vsta-
vimo elemente domene. Pravimo, da je x vezana spremenljivka, kar pomeni,
da je veljavna le v funkcijskem predpisu, nanj je vezana, in da ni pomembno, s
katerim simbolom jo oznac¢imo. Tako sta funkcijska predpisa

x> 14 x2 in a—1+a2

enaka in lahko bi celo pisali 0 — 1+ 0% ali © > 1 + ©2,
V funkcijskem predpisu se smejo pojaviti tudi druge spremenljivke, ki jim
pravimo parametri. Predpis »pomnoZi z a in pristej b« zapiSemo

XH—>a-x+b,

tu sta a in b parametra in x vezana spremenljivka.
V funkcijskem predpisu mora na levi stati en sam simbol, ki na desni kaZze,
kam je treba vstaviti element iz domene. Tako

sin(x) — cos(2x), 3425 in sin(x) > 2 - sin(x)

niso veljavni funkcijski predpisi. Kasneje bomo spoznali izjeme, ko je dovoljeno
pisati tudi kaj drugega kot golo spremenljivko.

Seveda dopus¢amo mozZnost, da se vezana spremenljivka pojavi enkrat, vec-
krat ali sploh ne. Funkcijska predpisa

x> 42 in x> x-sin(x)

sta torej veljavna.
Ce Zelimo preslikavo z danim funkcijskim predpisom poimenovati, na pri-
mer f, zapiSemo
frx1+x2%
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16 Osnovno o mnozicah in preslikavah

To preberemo » f slika x v ena plus x na kvadrat«. Obi¢ajna sta tudi zapisa
flx)=1+x? in  f(x):=1+x%

Mi se bomo drzali zapisa z :=, da bomo lahko lo¢ili med definicijo f in trditvijo,
daje f(x) enak neki vrednosti.

Zgled 1.10. Z zgledom pojasnimo, zakaj je pametno zapisati definicijo z enim
simbolom in enakost z drugim:

“Naj bo preslikava f : R — R definirana s predpisom f(x) := 1+ x2.
Tedaj za vse x € R velja f(x) = (x + 1) — 2x.”

V prvi povedi smo f definirali, v drugi pa trdili, da velja zapisana enakost.

Funkcijske predpise je podrobno prvi preuceval Alonzo Church,? ki je upora-
bljal zapis
Ax.1+x?

in teorijo funkcijskih predpisov poimenoval A-racun. V logiki se je njegov zapis
obdrzal in se uveljavil tudi v programski jezikih:

¢ v Pythonu piSemo lambda x: 1 + x ** 2,

¢ v Haskellu piSfemo \x -> 1 + x ** 2in

¢ v OCamlu piSemo fun x => 1 + x * X.

Predvsem v programiranju funkcijskim predpisom pravijo tudi anonimne ali brez-
imne preslikave.

Nekateri starejsi zapisi funkcijskih predpisov so slabi, a jih ljudje vztrajno
uporabljajo. Opozorimo le na en slab zapis, ki povzroca precej preglavic, ne da
bi se matematiki tega zares zavedali. Funkcijski predpis mora dolocati vezano
spremenljivko, sicer ne vemo, kako vstaviti vrednosti. Na Zalost jo matematiki
pogosto izpustijo skupaj z > in pidejo 1 + x> namesto x > 1+ x2. TeZavaje v tem,
da se lahko v funkcijskem predpisu pojavi veé kot en simbol. Ce vam na primer
nekdo pove, da ima v mislih funkcijski predpis

a-x+b

boste zaradi ustaljenih navad v Solskem sistemu vsi mislili, da je miSljeno x
a-x+b. A pravzaprav bi lahko bilo tudi

a—a-x+b ali b—a-x+b alicelo t—a-x+b!

Poudarimo, da je funkcijski predpis le eden od treh sestavnih delov preslikave
in zato same ne podaja preslikave. Res, ¢e ne poznamo domene, ne moremo
preveriti, ali je funkcijski predpis celovit. Denimo, funkcijski predpis

X

X
x2 -2

ni celovit kot preslikava R — R in je celovit kot preslikava Q — Q.

3 Alonzo Church (1903-1995) je bil ameridki matematik in logik, ki je pomembno prispeval k
razvoju logike in teoreti¢nega ra¢unalnistva. Njegov Student, Dana Stewarta Scott, je imel studenta
Marka Petkovska in Andreja Bauerja, slednji pa je imel studenta Davorina Le3nika.
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1.2.4 Uporaba in zamenjava

Do sedaj smo se ukvarjali s tem, kako preslikavo podamo, zdaj pa se vprasajmo,
kako lahko preslikavo uporabimo. Ceje f : X — Y preslikavaiz X vYinjex € X,
potem lahko f uporabimo na x in dobimo vrednost preslikave f pri argumentu x,
to je tisti edini element Y/, ki ga f priredi x. Vrednost f pri x zapiSemo

f(x) ali  fx

in preberemo » f od x«ali » f pri x«. Izraza f(x), oziroma f x, se imenuje aplika-
cija. Ve¢inoma se uporablja zapis z oklepaji, a ne vedno: navajeni smo pisatiln 2 in
sin a namesto In(2) in sin(a). Oklepaje izpus¢amo tudi v nekaterih programskih
jezikih in obc¢asno v algebri.

V analizi je uveljavljen Se en zapis za aplikacijo, ki se uporablja za zaporedja.
Namre¢, zaporedje ni ni¢ drugega kot preslikava a : N — R iz naravnih v realna
stevila. Aplikacijo a(n), ki oznacuje n-ti ¢len zaporedja, ponavadi piSemo a,,, torej
argument podpisemo.

Preslikavo lahko uporabimo na argumentu tudi, ¢e je nismo poimenovali. Na
primer, preslikavo

R—>R

x> 1+x?
uporabimo na argumentu 3:
(x = 1+ x%)(3).

Se vam zdi tak zapis nenavaden? Verjetno, a pomislite, zakaj: ker so vas vzgojili,
da je treba vse preslikave vedno poimenovali in se nanje skliceval z njihovim
imenom.? Navkljub dobri vzgoji, bomo s preslikavami delali enako kot s tevili,
vektorji in ostalimi matemati¢nimi objekti. Racunalnicarji radi recejo, da je treba
tudi preslikave obravnavati kot enakopravne drzavljane.

Kako izracunamo vrednost funkcije pri danem argumentu? To je odvisno od
tega, kako je podano prirejanje. Ce imamo tabelari¢ni prikaz, pois¢emo argument
v levem stolpcu in pogledamo v pripadajo¢i desni stolpec. Ceje preslikava podana
s funkcijskim predpisom, argument vstavimo v predpis. Na primer, ¢eje f : R —
R podana s funkcijskim predpisom

flx):=1+x2,

potem je vrednost f(3) enaka 1 + 3% — vezano spremenljivko x smo zamenjali
s 3. (Seveda je 1 + 32 enako 10, a to je Ze naslednji korak, ki zahteva dodatno
racunanje.) Pravimo, da smo simbol x zamenjali ali substituirali s 3, oziroma da
smo 3 vstavili v predpis za f namesto x. Preslikavo lahko uporabimo tudi na

“Ce bi veljalo enako tudi za 3tevila, vam v srednji $oli ne bi pustili pisati kar 3 + 5, nujno bi bilo
poimenovanje 4 := 3 + 5. Tudi trikotnika ne bi smeli narisati, ne da bi mu dali simbolno ime.
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kakem bolj zapletenem argumentu, na primer:

f@=1+3
fR+V5) =1+ 2+V5)7?,
fy) =1+
fly +22%) =1+ (y +22%)?,
flx)=1+x%

V vseh primerih smo le zamenjali vezano spremenljivko x z argumentom. Tudi
zadnja vrstica je zamenjava, v kateri smo (vezano spremenljivko) x zamenjali z
(prosto) spremenljivko x.

Uporabimo lahko tudi funkcijski predpis, pri ¢emer Se vedno velja, da vezano
spremenljivko zamenjamo z argumentom. Tako je

(x = 1+ x3)(3)

spet enako 1+32. V razdelku 1.3.3 bomo spoznali §e dodatna pravila za vstavljanje
izrazov, ki se vrtijo okoli vezanih spremenljivk.

1.2.5 Pravilo ekstenzionalnosti preslikav

Podobno kot za mnoZice tudi za preslikave velja pravilo ekstenzionalnosti, ki
pravi, da sta preslikavi enaki, ¢e imata enako domeno in kodomeno ter prirejata
argumentom enake vrednosti.

Pravilo 1.11 (Ekstenzionalnost preslikav). Preslikavi sta enaki, ¢e imata enaki domeni
in kodomeni ter imata za vse arqumente enaki vrednosti.

Natan¢neje, ¢esta f : A — Bin g: C — D preslikaviin vela A = C,B =D
ter za vsak x € A velja f(x) = g(x), tedaj velja f = g.
Opozorimo na razliko med

f(x) = g(x) in f=g

Levi izraz pravi, da sta f(x) in g(x) enaka elementa kodomene, desni pa da sta
f in g enaki preslikavi Na sploh je treba razlikovati med f in f(x), saj to nikakor
nista enaka objekta: prvi je preslikava, drugi pa vrednost te preslikave pri x.
Verjetno nih¢e ne bi trdil, da je preslikava cos isto kot cos 7, ali ne? Isti razmislek
veleva, da cos x ni isto kot cos, e tudi si mislimo, da je x € R neko neznano realno
Stevilo. Zmeda izhaja iz povrinega izrazanja, ko na primer re¢emo »x* + cos x je
soda funkcija«, &eprav bi bilo pravilno »x > x2 + cos x je soda funkcija«.

Ce dosledno uporabljamo funkcijske predpise, laZje razumemo, da sta cos in
X + cos x enaki preslikavi, zahvaljujo¢ pravilu ekstenzionalnosti, obe pa sta raz-
li¢éni od cos x, ki sploh ni funkcija, ampak realno stevilo, odvisno od parametra x.

V bran tradicionalnemu zapisu moramo vseeno povedati, da se lahko dogo-
vorimo za nekoliko napacen zapis, ¢e to ne povzroca zmede. S tem se izkuSeni
matematiki izognejo preve¢ birokratskemu pisanju nebistvenih podrobnosti in
lahko bolj u¢inkovito komunicirajo. A zacetnikom priporo¢amo, da v dobrobit
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boljSega razumevanja snovi vsaj na zacetku studija raje vztrajajo pri doslednem
zapisu.

Vrnimo se $e k pravilu ekstenzionalnosti preslikav. Ali ni pravzaprav ocitno,
da sta preslikavi enaki, ¢e imata enaki domeni, kodomeni in vrednosti? Morda
res, a to ni razlog, da tega ne bi eksplicitno zapisali. Vsak matematik vam ve
povedati kako zgodbo o tem, kako se je v dokazu skrivala napako ravno tam, kjer
je bilo nekaj »ocitno«. Poleg tega pa si lahko predstavljamo razmere, v katerih je
smiselno razlikovati med dvema preslikavama, ki imata vedno enake vrednosti,
denimo v programiranju, kjer je racunska ucinkovitost zelo pomembna.

1.3 Zmnozek, vsota in eksponent mnozic

MnoZice lahko tvorimo ali konstruiramo iz drugih mnozic na razli¢ne nacine. V
tem razdelkubomo spoznali tri: zmnoZek, vsoto in eksponent. Ostale konstrukcije
pridejo na vrsto kasneje, ko bomo Ze nekaj vedeli o logiki.

Ko opiSemo novo konstrukcijo mnoZic, jo moramo natan¢no opredeliti. Pri
tem se naslonimo na pravilo ekstenzionalnosti, ki pove, da je mnoZzica opredeljena
s svojimi elementi. Ce torej Zelimo dolo¢iti elemente neke mnoZice A, to lahko
storimo s pogojem oblike »x € A natanko tedaj, ko . .. «, ali s formulo

XEA & ...

Take primere smo Ze videli:

x€{a,b} @ x=avx=Dh,
xel & x=(),
x€e AUB © x€e AVx€B,

xed & 1.

Tudi v nadaljevanju bomo sledili temu receptu in nove konstrukcije mnozic opisali
tako, da bomo natan¢no opredelili njihove elemente.
1.3.1 Zmnozek

V srednji Soli ste Ze spoznali kartezi¢ni produkt ali zmnoZzek, katerega elementi
so urejeni pari. Tu podajmo vse sestavine te konstrukcije, previdno in podrobno.

Pravilo 1.12 (Tvorba zmnozka). Za vsaki mnoZici A in B je A X B mnoZica, ki se
imenuje zmnoZzek ali kartezi¢ni produkt A in B.

Pravilo tvorbe pove, da lahko tvorimo novo mnozico A X B, ne pove pa, kaksne
elemente ima. To je vsebina naslednjih dveh pravil, ki povesta, kako sestavimo in
razstavimo elemente zmnoZzka.

Pravilo 1.13 (Vpeljava urejenih parov). Zavsea € Ainb € B je (a,b) € A X B.
Element (a, b) imenujemo urejeni par.

Pravilo 1.14 (Uporaba urejenih parov). Za vsak p € A X B je pr,(p) € A prva
projekcija in pr,(p) € B druga projekcija elementa p.
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Potrebujemo Se enacbe, ki povedo, kako ra¢unamo z urejenimi pari in kako jih
primerjamo.

Pravilo 1.15 (Ra¢unsko pravilo za urejene pare). Za vse a € A, b € B velja
pr,(a,b) = ainpry(a,b)=b.

Pravilo 1.16 (Ekstenzionalnost urejenih parov). Za vse p,q € A X B velja: ce

pr,(p) = pr,(q) in pr,(p) = pr,(q), potem p = q.

Kadar imamo opravka z ve¢imi zmnozki, na primer A X B in C X D, bi lahko
prislo do zmede glede projekcij. Takrat jih opremimo e z dodatnimi oznakami
mnozic, da razlo¢imo projekciji prf’B tAXB — Ain prlc’D :CxD — C,in
podobno za pr,.

Malo bolj naivna konstrukcija zmnoZka bi se glasila takole: kartezi¢ni produkt
A X B je mnozica vseh urejenih parov (a,b), kjer jea € Ainb € B. A taka
konstrukcija ni popolna, saj ne pove, kaj lahko z urejenim parom po¢nemo. Kako
naj vemo, da iz (a, b) lahko izlu§¢imo a in b, in kako preverimo, ali sta dva urejena
para enaka? Ce takih zadev ne dolo¢imo, bi lahko kdo mislil, da je urejeni par
kaka druga operacija, denimo sestevanje, unija, ali kdovekaj.

Dejstvo, da je vsak element zmnoZzka mnoZic urejen par, in to celo na en sam
nacdin, lahko dokazemo.

Trditev 1.17. Naj bosta A in B mnoZici. Za vsak element p € A X B obstaja natanko en
a € Ainnatankoenb € B, daveljap = (a,b).

Dokaz. Naj bosta A in B mnozici in p € A X B. Najprej pokazimo, da p res je
enak nekemu urejenemu paru, namre¢

p = (pry(p), pry(p)).

Uporabimo pravilo ekstenzionalnosti za pare, ki nam zagotavlja to enacbo, ce
dokazemo

pri(p) = pry(pri(p), pry(p))  in pry(p) = pry(pry(p), pPra(p))-

Ti dve enacbi pa veljata, ker sta primerka racunskih pravil za pare.

Preveriti moramo Se, da je (pr,(p), pr,(p)) edini urejeni par, ki je enak p.
Povedano z drugimi besedami, dokazati moramo: ¢eje p = (a,b) zanekia € A
inb € B, potem velja a = pr (p) in b = pr,(p). Pa denimo, da bi za nekia € A
in B € B veljalo p = (a, ). Tedaj bi lahko uporabili ra¢unska pravila za pare in
dobili

pri(p) =pry(a,b)=a  in  pry,(p) =pry(a,b) =D,
kar smo Zeleli dokazati. O

Trditev je prikladna, ko Zelimo podati funkcijsko pravilo za preslikavo, katere
domena je zmnozek mnozic. Primer take preslikave je

RxR —R
p - pry(p) + pry(p)* - pry(p).
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Ta zapis je precej nepregleden, a sledili smo navodilu, da mora stati na levi strani
funkcijskega predpisa simbol. Prej$nja trditev nam zagotavlja, da lahko vsak
element R X R na en sam nacin izrazimo kot urejeni par (x, y), in zato ne bo ni¢
narobe, ¢e zapiSemo ta isti funkcijski predpis bolj pregledno tako, da upostevamo,
daje p enak (x, y) za enoli¢no dolo¢ena x in y:

RXR—=R

(x,y) > x+y* x.
Ce bi funkcijo poimenovali, denimo f, bi dobili obicajni zapis:
f:RxR—R
flx,y):=x+y* x.

Za tako preslikavo pravimo, da je »funkcija dveh spremenljivke, ker si mislimo,
da smo podali argumenta x in y lo¢eno drug od drugega. A lahko rekli tudi, da
je to funkcija ene spremenljivke, ki jo uporabimo na urejenem paru:

f:RXxR—R
f(p) = pry(p) +pry(p)* - pr (p).

Poleg zmnozka dveh mnozic bi lahko tvorili tudi zmnoZek treh ali ve¢ mnoZic.
Pravila bodo podobna kot za zmnoZek dveh mnozic, le da bi namesto urejenih
parov tvorili urejene vecterice in da bi imeli ve¢ projekcij. Za vsako projekcijo bi
zapisali eno racunsko pravilo, princip ekstenzionalnosti pa bi bil tudi podoben
tistemu za urejene pare. Podorobnosti prepustimo za vajo.

1.3.2 Vsota

Spoznali smo Ze unijo AU B mnozic A in B, ki vsebuje tiste elemente, kisov A aliv
B. Ceimata A in B skupne elemente, bodo ti v uniji seveda nastopili samo enkrat.
V skranjem primeru dobimo A U A = A. V¢asih pa Zelimo zdruZiti mnoZici tako,
da ne pride do prekrivanja. Taka konstrukcija je vsota A + B mnozic A in B.
Prekrivanje preprecimo tako, da elemente, ki jih je prispevala A ozna¢imo z eno
oznako, tiste, ki jih je prispevala B, pa z drugo.

Pravilo 1.18 (Vsota). Za vsaki mnoZici A in B je A + B mnoZica, ki se imenuje vsota
ali koprodukt mnoZic A in B.

Pravilo 1.19 (Vpeljava elementov vsote). Za vsaki mnoZici A in B velja:
1. zavsaka € Ajein (a) € A+ B,
2. zavsak b € B jein,(b) € A + B.

S pravilom vpeljave smo pojasnili, da uporabljamo oznaki in, in in,, prvo za
elemente iz A in drugo za elemente iz B. Oznakama pravimo tudi injekciji’ in
sta preslikavi

1nH:A—>A+B and 1L:B— A+B.

5Ni pomembno, kako poimenujemo oznaki, da sta le razli¢ni. V funkcijskem programiranju,
kjer poznamo vsote podatkovnih tipov, programer sam dolo¢i, kaksne oznake bo uporabljal za
injekcije.
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Kadar imamo opravka z ve¢imi vsotami, na primer A + B in C + D, bi lahko prislo
do zmede glede oznak. Takrat injekcije opremimo Se z dodatnimi oznakami
mnozic, da razlo¢imo injekciji inf’B :A —> A+ Bin inlc’D :C > C+D,in
podobno za in,.

Potrebujemo Se pravili za uporabo in enakost elementov vsote, ki ju zdruzimo
v eno samo pravilo.

Pravilo 1.20. Za vsaki mnoZici A in B in za vsak u € A + B, bodisi obstaja natanko en
a € A, dajeu =in (a), bodisi obstaja natanko en b € B, da je u = in,(b).

V zgornjem pravilu fraza »bodisi ...bodisi ...« pomeni, da velja prva ali
druga moznost, a ne obe hkrati. S tem smo v A + B res lo¢ili elemente A od
elementov B, saj veljain (a) # in,(b), tudikoje A = Bina = b. Fraza »natanko en
a € A«pove, daiz u =in (a1) in u = in (az) sledi a; = a,. Povedano drugace, ¢e
veljain, (a1) = in,(a2), potem je a; = a,. Podobno iz in,(b1) = in,(b2) sledi by = b».
Podajmo prepost primer, ki verjetno marsikaj pojasni:

{a,b,c} +{a,d, e} = {inl(a), in,(b),in,(c),iny(a),in,(d), inz(e)} .

Kako definiramo preslikavo A + B — C? Ker je vsak element domene A + B
bodisi in,(2) za neki a € A bodisi in,(b) za neki b € B, obravnavamo oba primera.
Tako funkcijski zapis za preslikavo A + B — C zapiSemo kot

A R éeu=in1(ﬂ)/
umr—
b Ceu =iny(b),

kjer smemo v ---a--- zapisati izraz, ki vsebuje simbol a, in v ---b--- izraz, ki
vsebuje simbol b. Ker je tak zapis nekoliko neroden, se dogovorimo, da ga lahko
zapiSemo tudi s vecdelnim funkcijskim predpisom:

inl(a)|—>---zz---,
in2(b)l—>---b---

Ce Zelimo preslikavo poimenovati, zapiSemo

f:A+B—C_C,
f(inl(ﬂ))iz---a...
f(lnz(b)):b .

Vsi ti zapisi res dolocajo celovito in enoli¢no prirejanje, saj nam pravila za vsoto
zagotavljajo, da vedno obvelja natanko en primer. Na sploh lahko podamo funk-
cijski zapis z ve¢imi primeri, ¢e le pazimo, da obravnavamo vse moZnosti, in da
se le-te ne prekrivajo. Na primer, predpis
(A+B)xC—>B+A
. AB . B,A
(in]""(a), c) = iny,""(a)

(in2(b), ¢) > inP4(b)
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je celovit in enolicen, medtem ko predpis

(AXA)+B— A
in, (a1, a2) = ay
ni veljaven, ker ni celovit, saj manjka primer in,(b) > - - -.

Poleg vsote dveh mnozic bi lahko tvorili vsoto treh ali ve¢ mnozic. Pravila bi
bila podobna, le da bi imeli ve¢ injekcij in ve¢ primerov.

1.3.3 Eksponent

Pravila, ki smo jih podali do sedaj, ne zagotavljajo obstoja mnoZzice vseh preslikav
z dano domeno in kodomeno. Potrebujemo novo pravilo.

Pravilo 1.21 (Eksponent). Za vsaki mnoZici A in B je eksponent ali eksponentna
mnozica B4, katere elementi so natanko vse preslikave iz A v B.

Potemtakem je zapis f : A — B enakovreden zapisu f € BA.

Pravila, ki opredeljujejo elemente mnozice B4 smo Ze spoznali. Pravilo vpe-
ljave pravi, da je preslikava podana z domeno, kodomeno ter celovitim in eno-
licnim prirejanjem med njima. Pravilo uporabe je kar aplikacija: ¢e je f € B4
in a € A, lahko tvorimo f(a) € B. Tudi ra¢unsko pravilo za preslikave smo ze
spoznali, saj je to kar pravilo zamenjave: funkcijski predpis uporabimo na argu-
mentu tako, da vezano spremenljivko v predpisu zamenjamo z argumentom. In
ekstenzionalnost preslikav pove, kdaj sta dve preslikavi enaki.

1.3.4 Kompozicija preslikav

Preslikavi, ki sprejme kot argument preslikavo, pravimo funkcional ali preslikava
visjega reda. Primer take preslikave je kompozicija:

0:CExBA - A
o:(g, f) P (x = g(f(x))).

Pisemo jo kot operacijo, torej ¢ o f namesto o(g, f). V zgornjem zapisu smo
uporabili eksponente, a v tem primeru je bolj pregleden diagram:

AL B8 ¢

gof

Zakaj smo o definirali tako, da kompozicijo f in g piSemo g o f namesto f o g?
Ker si je mnogo lazje zapomniti ra¢unsko pravilo

(g0 f)x)=g(f(x),

ki velja z na$o definicijo, kot pa ra¢unsko pravilo (f o g)(x) = g(f(x)), ki bi ga
dobili, ¢e bi pisali kompozicijo v obratnem vrstnem redu.

Trditev 1.22.
1. Identiteta je nevtralna za kompozicijo: idg o f = f = f oida.
2. Kompozicija je asociativna: (ho g)o f = ho(go f).
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Dokaz. Trditev je zapisana pomanjkljivo, saj ne pise, kajso A, B, f in g. Avtorja
trditve bilahko vprasali, kaj je hotel povedati, a je bolje, da poskusimo to razvozlati
sami, ker je to odli¢na vaja iz razumevanja matematic¢nih besedil.

Takoj vidimo, da je A mnoZica, sicer zapis id4 ne bi bil smiselen, in podobno
je tudi B mnozica. Simboli f, g in h zagotovo oznacujejo preslikave, saj nastopajo
v kompoziciji. Kaj pa njihove domene in kodomene? Preslikava f mora imeti
domeno A, sicer ne bibilo dovoljeno komponirati f oid 4, in mora imeti kodomeno
B, sicer ne bi bilo dovoljeno komponiratiidg o f. Ostaneta $e domeni in kodomeni
preslikav ¢ in 1. Kompozicija go f kaze, damorabiti domena g enaka kodomeni f,
torej B. Kompozicija & o ¢ pa pove, da je kodomena C enaka domeni /. Ce vse to
zlozimo v diagram, dobimo

AL p 8., _,

Trditev moramo razumeti tako, da bo ¢im bolj splo$na in smiselna. Torej bomo za
neznani mnozici vzeli kar poljubni mnozici C in D:

f g

A B h

C D

Preverimo, ali smo trditev pravilno razumeli. Ko vstavimo podrobnosti, se prvi
del glasi: »Za vse mnozice A in B ter preslikavo f : A — Bveljaidpo f = f =
f oida.« Ker je to smiselna izjava, jo dokazimo. Enakost preslikav se dokaZe z
ekstenzionalnostjo preslikav, torej preverimo, ali imajo idg o f, f in f oida enako
vrednost za poljuben x € A:

(idp o f)(x) = idp(f (x)) = f(x),
flx) = f(),
(f oida)(x) = f(ida(x)) = f(x).
Zapisimo podrobno $e drugi del: »Za vse mnozice A, B, C in D ter preslikave

f:A—>B,g:B—>Cinh:C - Dvelja(hog)of =ho(gof) Tospet
dokaZzemo tako, da uporabimo levo in desno stran enacbe na poljubnem x € A:

((hog)o f)x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))
(ho(go f))x) = h((g o f)x)) = h(g(f(x)))-
O

Kompozicijo smo zapisali z vgnezdenim funkcijskim predpisom, ki argumentu
priredi preslikavo, ki je spet podana s funkcijskim predpisom. V splosnem je
vgnezdeni funkcijski predpis oblike

A CB

a|_>(b|_;.),

kjer se lahko v --- pojavita a in b. Na tak zapis se je treba navaditi, a je zelo
prikladen, Se posebej v funkcijskem programiranju. V matematiki ni zelo pogost,
a mi se ga ne bomo bali.
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Pri ra¢unanju s preslikavami visjega reda v¢asih hkrati obravnavamo vec fun-
kicjskih predpisov in lahko pride do zmede, ¢e za vse uporabimo isto vezano
spremenljivko. Na primer, kompozitum preslikav

R—R R—R
9 in
X x-—4 X—2-x

bi lahko izra¢unali takole:

(x> x2—4)o(x2-x)=(xr (x = x> —4)((x — 2 - x)x))
=(x - (x> x*—4)(2-x))
=(x— (2-x)2-4)

= (x — x* — 4x).

Tu imamo tri pojavitve x, ki bi jih morali lo¢iti, ker vsaka nastopa kot vezana spre-
menljivka v svojem funkcijskem predpisu. Se posebej nejasen je radunski korak
(x = (x > x2=4)2-x)) = (x — (2 - x)* - 4), ko vezano spremenljivko x
v funkcijskem predpisu zamenjamo z izrazom 2 — x, ki tudi vsebuje x. To sta
dva razli¢na x-a! Spomnimo se, da lahko vezane spremenljivke vedno preminu-
jemo. Ponovimo ra¢un, a tokrat tako, da imajo razli¢ni funkcijski predpisi razli¢ne
vezane spremenljivke. Kompozitum

R—R . R—R
) in
y—y- —4 zZH—2-z

izrac¢unamo takole:

(Y y?—4o(z2-2)= (x> (y = y* —4)((z = 2 - 2)x))
=(x—>(y—y*-4)2-x)
=(x - (2-x)72-4)

= (x — x% — 4x).

To je dosti bolj pregledno. Da ne bo prihajalo do zapletov z vezanimi spremen-
ljivkami, se dogovorimo: kadar imamo opravka z vecimi vezanimi spremenljivkami, jih
vedno preimenujemo tako, da so med seboj razlicne.

Funkcionale sre¢amo v analizi in funkcijskem programiranju. Limita zapo-
redja je funkcional, ker sprejme kot argument zaporedje realnih $tevil, se pravi
element RN, in mu priredi realno 3tevilo. Odvod je funkcional, ki sprejme ele-
ment RR in mu priredi element RR. Ce smo povsem natanéni, limita kot preslikava
RN — R ni celovit funkcional, ker nekatera zaporedja ne konvergirajo. Prav tako
odvod kot preslikave RR — RR ni celovit, ker nekatere preslikave niso odvedljive.

1.3.5 Funkcijski predpis, podan po kosih

Omenimo $e en pogost nacin podajanja preslikav, namrec s predpisom po kosih.
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Zgled 1.23. Preslikava “absolutno’ je definirana po kosih za negativna in nenega-
tivna Stevila:

R—R

—-x Cex <O,
X —
X cex > 0.

Pravilo preberemo takole: »¢e je x < 0, mu priredimo vrednost —x, in ce je x > 0, mu
priredimo vrednost x«.

Zgled 1.24. Preslikava ‘predznak’ je definirana po kosih:

R—R

-1 ¢Cex <O,
x =40 Cex =0,
1 cex > 0.

Pravilo preberemo takole: »ce je x < 0, mu priredimo vrednost —1, ¢e je x = 0, mu
priredimo vrednost 0, in e je x > 0, mu priredimo vrednost 1«.

Pri takem zapisu moramo paziti, da posamezni kosi skupaj pokrivajo domeno
(vsi elementi domene so obravnavani) in da se kosi ne prekrivajo (vsak element
domene je obravnavan natanko enkrat). Pravzaprav se smejo kosi prekrivati, a
moramo v tem primeru preveriti, da se na skupnih delih skladajo, se pravi, da vsi
kosi podajajo enake vrednosti na preseku.

Zgled 1.25. Preslikavo “absolutno’ bi lahko podali takole:

R—R

—-x Cex <0,
X —
X ce x

Kosa se prekrivata pri x = 0, vendar to ni tezava, ker je —0 = 0.

1.4 Izomorfizem mnoZic

Ko otrok prvi¢ spozna pojem $tevila, je ta zanimiv sam po sebi. Z vnemo Steje
do sto in se rad pogovarja se o tem, koliko je en miljon. S¢asoma se radove-
dnost osredotoci na aritmeti¢ne operacije in, ¢e ima mladenic ali mladenka v sebi
matematicno Zilico, na zakonitosti Stevil: mnoZenje z 1 nima ucinka, vrstni red se-
Stevanja ni pomemben itd. Ali tudi operacijam na mnoZicah, ki smo jih spoznali
do sedaj, vladajo kaksne podobne zakonitosti?

Zasteviliain b veljaa - b = b - a. Nekaj podobnega velja tudi za mnozici A in
B in njuna zmnozka A X B in B X A. V splo$nem sicer nista enaka, a sta v nekem
smislu enakovredna, ker lahko par (x, y) € A X B pretvorimo v par (y, x) € BX A
in obratno. Ta razmislek vodi do pojma izomorfizma.
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Definicija 1.26. Mnozici A in B sta izomorfni in piSemo A = B, kadar obstajata
preslikavi
f:A—=B in g:B—A,

za kateri velja
gof=idg4 in fog=idg.

Pravimo, da je f izomorfizem med A in B in da je g inverz ali obrat f.

Preverimo, da velja AX B = B XA za poljubni mnozici A in B. To storimo tako,
da zapigemo preslikavi med zmnozkoma in preverimo, da tvorita izomorfizem:®

f:AXB—>BXA g:BxA—>AXB
fix,y)—(y,x) g:(v,u)— (u,v).

Treba je preveriti, da velja g o f = idaxg in f 0 ¢ = idpxa. To naredimo z uporabo
ekstenzionalnosti preslikav, ki pravi da g o f = ida velja, ¢e velja (g o f)(a,b) =
ida(a,b)zavsea € Ainb € B, in podobno za f o g. Obravnavajmo torej poljubna
a € Ainb € B in izra¢unajmo:

(8o f)a,b)=g(f(a,b)) =g, a)=(a,b).
Na podoben naéin preverimo f o ¢ = idpxa.

Zgled 1.27. Primere izmorfizmov poznamo Ze iz srednje Sole. Naj bo R mnoZica
vseh realnih Stevil (glej razdelek ??) in R.g mnozZica vseh pozitivnih realnih stevil.
Tedaj logaritem in eksponentna funkcija,

log:Rsp — R in exp:R — Ryg

tvorita izomorfizem, saj za x € R velja log(expx) = x in za y € Ry velja
exp(logy) = y. Eksponentna funkcija se$tevanje slika v mnoZenje: exp0 = 1
in exp(x + 1) = exp x - exp ¥, zato ni samo izomorfizem med mnoZzicama, ampak
celo izomorfizem med grupama (R, +,0) in (Rso, -, 1).

Ce ne veste, kaj je grupa in izomorfizem grup, nikar ne obupavajte. Vsak
matematik se v vsakdanjem delu nenehno srecuje z neznanimi pojmi. Veste, da je
znameniti profesor France KriZzani¢’ v enega od svojih u¢benikov zapisal, da naj
tisti, ki mu je branje dokazov odve¢, ravna tako kot Du Fu:®

Ko berem knjige,

z vinom se krepéam
in znak preskocim,
¢e ga ne poznam.

Drzimo se pravila, da nikoli ne uporabimo iste vezane spremenljivke dvakrat, zato pravilo za
f zapiSemo z x in y in pravilo za ¢ z v in u. Marsikdo bi oba funkcisjka predpisa zapisal z x in
y, torej f : (x,y) = (y,x)in g : (y,x) — (x,y). To zmede nekatere $tudente, ker mislijo, da
»sta je x v definiciji f isti kot v definiciji g«, karkoli Ze naj bi to pomenilo. Poudarimo $e enkat:
vezana spremenljivka v funkcijskem predpisu nima nikakr$ne zveze z nobeno drugo pojavitvijo
iste spremenljivke kje druge.

7France Krizani¢ (1928-2002), slovenski matematik

8Du Fu (712-770 pr. n. 8), kitajski pesnik
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Vaja 1.28. Odkorakajte v knjiznico, izposodite si knjigo profesorja KriZanica in jo
preberite.

DokaZzimo nekaj osnovih lastnosti izmorfnosti in izomorizmov. Tokrat ne
bomo zapisali podrobnih dokazov. Za vajo jih dopolnite do tolikSnih podrobnosti,
da boste sami sebe prepricali, da trditve drZijo.

Trditev 1.29. Ceje f : A — B izomorfizem med mnoZicama A in B ter sta preslikavi
g:B—Ainh:B — Aobeobrata f, potem je g = h.

Dokaz. Ker je g obrat f, velja
gof=id4 in fog=idp,
in ker je h obrat f, velja
hof=idya in foh=idp.

Dokazati moramo, da iz teh $tirih predpostavk sledi ¢ = h, kar storimo z nasle-
dnjim ra¢unom:

g=idaog (kompozicija z id 4 nima uc¢inka)
=(hof)og (predpostavka h o f =ida)
=ho(fog) (kompozicija je asociativna)

= hoidp (predpostavka f o g = idp)
= h. (kompozicija z idp nima u¢inka)

O

Ceje f : A — B izomorfizem, potem ima natanko en obrat, ki ga ozna¢imo
f1. Ce f ni izomorfizem, zapis f ! ni veljaven izraz.

Oznaka za obrat je nekoliko nerodna, ker se prekriva z zapisom za obratno
vrednost 3tevila: &e je x € R nenielno realno stevilo, potem je x~! tisto realno
Stevilo, za katerega velja x - x™' = 1. Torej moramo paziti: éeje f : R = R
izomorfizem in x € R, je (f (x))"" obrat stevila f(x), medtem ko je f~!(x) &tevilo,
ki ga dobimo, ko obrat preslikave f uporabimo na x. Sami premislite, kaj je

(F )™

Vaja 1.30. Podajte primer izomorfizma f : R — R in $tevila x € R, da velja
f(x) = (f(x))_l. Nato podajte e primer, ko velja f~!(x) # (f(x))_l.

Vaja 1.31. Ozrimo se Se enkrat na dokaz prejsnje trditve. Ali smo uporabili vse
Stiri predpostavke? Zapisite bolj splosno trditev, se pravi tako, ki navede samo tiste
predpostavke, ki jih res potrebujemo v dokazu.

Trditev 1.32. Za vse izmorfizme f : A — Bin g : B — C velja

FH=f in (gofHt=fTlog™

[verzija 2025-10-14]



1.5 Aritmetika mnoZic 29

Dokaz. Dokaz prepusamo za vajo. Pozor, v desni enakosti se je zamenjal
vrstni red f in ¢! Nadalje opazimo $e to: zapisali smo (f _1)_1 in(gof)!, neda
bi predhodno preverili, ali sta f ! in ¢ o f izomorfizma. Torej morate v dokazu
najprej preveriti, da je sta ! in ¢ o f izomorfizma, e sta f in ¢ izomorfizma.

O

Trditev 1.33. Za vse mnozice A, B in C velja:
1. A=A,
2. ¢e A= B,potem B = A,
3. leA=BinB = C,potem A = C.

Dokaz.
1. ida je izomorfizem iz A v A, ki je sam svoj obrat,
2. &eje f : A — Bizomorfizem iz A v B, potem je f ! izomorfizem iz B v A
in f,
3. ¢eje f : A — Bizomorfizemiz Av Bin g : B — C izomorfizemiz Bv C,
potem je g o f izomorfizemiz A — C.
O

Trditev 1.34. Preslikava ima najvec en inverz.

Vaja 1.35. Pogosto re¢emo, da sta seStevanje in odstevanje obratni operaciji. Strogo
vzeto, ti dve operaciji nista obratni kot preslikavi, saj obe slikata (recimo, da ju
gledamo na realnih Stevilih) R X R — R, tj. ne slikata v nasprotnih smereh.
Ugotovi, v kakSnem smislu tocno sta seStevanje in odstevanje obratni, tj. kateri
dve preslikavi sta pravzaprav druga drugi obratni.

1.5 Aritmetika mnoZic

Kot Ze veste, seStevanje, mnozenje in potenciranje Stevil zadoS¢ajo naslednjim
aritmeti¢nim zakonom:

a+0=a a-1=a
a+b=b+a a-b=>b-a
a+b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
0-a=0 1" =1
(a+b)-c=a-c+b-c (a-b) =a- b
=1 al=a
ab+c :ab‘ac ab-c :(ub)c

0°=0 cea=#0.

Ze prej smo opazili, daje zakon a - b = b - a podoben izomorfizmu A X B = B X A.
Kaj pa ostali zakoni?
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Izrek 1.36. Za vse mnoZice A, B in C velja:

A+pPp=A Ax1l=A
A+B=B+A AXB=BxA
A+B+C)=(A+B)+C AX(BxC)=(AxB)xC

DxA=0 14 =1
(A+B)XxC=AXC+BxC (AxB)¢ = A® x B®
A’ =1 Al=A
AB+C EABXAC ABXC ~ (AB)C

0A=0 ceA=+0.

Izrek ni sam sebi namen, ampak je v njem nauk: z mnozZicami lahko rac¢unamo,
tako kot s Stevili. Preostanek razdelka je posvecen dokazu izreka.

Asociativnost

Za ogrevanje dokazimo asociativnost zmnozkov, A X (B x C) = (A X B) x C.
Splo3ni element A X (B X C) je urejeni par oblike (x, (y, z)), kjerjex € A,y € Bin
z € C, med tem ko je splosni element (A X B) X C oblike (1, v), w), kjerjeu € A,
v € Binw € C. Izomorfizmov ni tezko zapisati:

f:AXx(BxC)—> (AxB)xC g:(AXB)xC —>AX(BxC)
fi(x(y,2) - ((x,y),2) g ((u,0),w) - (u,(v,w)).

Preverimo, da je g obrat f. Zavsex € A,y € Binz € C velja:

§(f(x, (y,2) = g((x,y),2) = (x,(y,2))

inzavseu € A,v € Binw € C velja

f(&((u,v), w)) = f(u,(v,w)) = ((u,v), w).

Tudi asociativnost vsote, A + (B + C) = (A + B) + C ni ni¢ bolj zapletena, le
da imamo opravka z injekcijami in obravnavanjem primerov. Najprej zapiSimo
izomorfizma s popolnoma natanénim zapisom, kjer vse injekcije opremimo z
oznakami mnoZic:

t:A+(B+C)—> (A+B)+C
: inf’BJrC(x) — in’f+B’C(in’f’B(x))
: in‘;’BJrC(inf’C(y)) — inf+B’C(in‘24’B(y))

. A,B+C . B,C . A+B,C
2y, * (in, (z))n—>|n2Jr (2)

~ =

:(A+B)+C—>A+(B+C)
: inf+B’C(inf’B(u)) — inf’BJrC(u)
: inf+B’C(in‘24’B(v)) — in‘;’BJrC(inf’C(v))

. A+B,C . A,B+C. B,C
:|n2Jr (w) i * (iny™ (w))

0 0Q 0Og 09
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Isti zapis brez oznak mnozic je precej bol; ¢itljiv:

f:A+B+C)—>(A+B)+C g:(A+B)+C—->A+(B+C)
f iy (x) = ing(iny (x)) g iny(iny(u)) = iny(u)

f riny(iny(y)) = iny(in,y(v)) g :iny(iny(v)) = iny(in, ()

f 1iny(iny(2)) = iny(2) g+ iny(w) > iny(in,(w))

Ali vidite, zakaj matematiki cenimo kratek in pregleden zapis? Preve¢ podrob-
nosti lahko zakrije bistvo ideje. Preverjanje, da je g obrat f, prepustimo tistim, ki
radi veliko piSejo.
Preslikave in enojec
Preslikavi

f:AX1—-A g:A—-AX1

filxu)—x gy (y,0)

tvorita izomorfizem A X 1 = A, sajza vsaka € Aint € 1 velja, upostevaje da so
vsi elementi 1 enaki (),

§(fa, 1)) =g(a)=(a,()) = (a,t) in  f(ga))=f(a,t)=a.

Lahko bi rekli, da je 1 nevtralni element za zmnoZzek do izomorfizma natancno, s
¢imer povemo, da ne velja enakost A X 1 = A, ampak le izomorfizem A X1 = A. Na
tem mestu lahko tudi pojasnimo nenavadni zapis edinega elementa 1. Elementi
zmnoZzka dveh mnoZic so urejene dvojice, zmnozka treh mnozic urejene trojice itd.
Zmnozek ni¢ mnozic je nevtralni element za mnoZenje, torej so njegovi elementi
urejen nicterice, oziroma urejena nicterica ( ), ker je ena sama.
Izomorfizma A = A ni tezko zapisati:
f:A'—= A g:A— Al
f e () gixt (¥ x)

Preverimo, da je g inverz f. Za vsak x € A velja

f(8(x) = fly = x) =x,

zatoje f o ¢ =1ida. Zavsak h € Al velja

g(f(h)) = g((())) = (y = h(())).

Alista hin y = h(()) enaki preslikavi? Kot vsaki¢, uporabimo ekstenzionalnost
preslikav, le da je tokrat Se posebej preprosta: preslikavi z domeno 1 sta enaki,
¢e imata enako vrednost pri argumentu (), saj je to edini element 1. Torej je

h = (y = h(())), saj velja
(y = h(ON(O) = k().

Izomorfnost A in A® pravzaprav pove nekaj zanimivega: preslikave 1 — A lahko
obravnavamo kot elemente A in obratno.
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Preslikave in prazna mnozica

Lotimo se izomorfizmov, v katere je vpletena prazna mnoZica. Tu se ne moremo
ve¢ zanaSati le na prirojen obcutek za logiko, saj s prazno mnoZzico nimamo
vsakdanjih izkuSenj, oziroma jo obravnavamo kot posebnost. Kako bi odgovorili
na vprasanje, ali so vsi elementi prazne mnoZice prastevila? Pravilni odgovor je
»da«. In hkrati so vsi elementi prazne mnoZice sestavljena Stevila. Zakaj je to res
bomo spoznali v razdelku ??, ko bomo podrobno obravnavali pravila sklepanja.
Zaenkrat si zapomnimo, da je pravilna vsaka izjava »za vse elemente prazne
mnoZice velja . . . «. Pravimo, da je taka izjava na prazno izpolnjena

Za¢nimo z vpraSanjem, ali lahko tvorimo kako preslikavo @ — A. Najprej
ugotovimo, da so vse preslikave ) — A enake. Res,za f,g:0 — Avelja f = g
natanko tedaj, ko za vse x € 0 velja f(x) = g(x). A ravnokar smo povedali, da je
vsaka izjava oblike »zavse x € (... « veljavna. Paimamo kako preslikavo ) — A?
Odgovor je pritrdilen, ¢e lahko podamo kako celovito in enoli¢no prirejanje med
elementi () in A. Ker sta celovitost in enoli¢nost spet izavi oblike »za vse x € 0
...« stana prazno izpolnjena, zato bo zadoscalo kakrsnokoli prirejanje, denimo:
nobenemu elementu ne priredimo nobenega elementa. S tem smo utemeljili
naslednjo trditev.

Trditev 1.37. Za vsako mnoZico A obstaja natanko ena preslikava ) — A.

Edini preslikavi 0 — A pravimo prazna preslikava. S tem smo utemeljili
A = 1, saj izomorfizem prazni preslikavi priredi (), njegov obrat pa priredi ()
prazno preslikavo.

Izomorfizmi in eksponenti
Nazadnje se posvetimo e zakonu AB*C = (AB)C. Preverimo, da preslikavi’
Az ABXC _, (AB)C © : (AP)C — ABXC
Az fo (e (b= f(b,0) ©: 8 ((b,c) = g(c)b))
tvorita izomorfizem. Za vse f € ABXC x € Bin y € C velja

OA(N(x,y) = ((b,c) = A(f)(e)b))(x,y)
= A(f)(y)(x)
=(cH (b f(b,0)(y)(x)
= - f(b,y)x)
=f(x,y),

zato je @(A(f)) = f. Prav tako za vse g € (AB)Cinx € Biny € C velja

AO()(y)(x) = (c = (b > BO(g)(b, 0)(y)(x)
= (b= O(g)(b,y))(x)
= 0(g)(x,y)
=((b,c) = g(c)(b))(x, y)
= g(y)(x)

9Saj ste se Ze naucili grike ¢rke, ali ne?
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in zato A(O(g)) = . Preslikavi A(f) pravimo transpozicija preslikave f, in prav
tako preslikavi ©(g) pravimo transpozicija preslikave g.

Izomorfizem ABXC = (AB)C je zanimiv, ker pove, da lahko preslikavo dveh
argumentov vedno prevedemo na preslikavo enega argumenta. Natancneje, ce je
f : Bx C — A preslikava dveh argumentov, je njena transpozicija A(f) : C —
AB preslikava enega argumenta, njena vrednost pa je preslikava, ki pricakuje e
en argument. To dejstvo se s pridom izkoris¢a v funkcijskem programiranju:
namesto, da bi definirali preslikavo f : BXC — A, ki sprejme urejeni par (b, ¢) in
vrne vrednost f(b, c), raje definiramo enakovredno preslikavo f : B — C — A,
ki sprejme b in vrne preslikavo f(b), ta pa sprejme e ¢ in vrne vrednost f(b)(c).

1.6 Vaje

Vaja 1.38. Kaj veste povedati o mnoZici A, ¢e zanjo velja, da so vsi njeni elementi
enaki? Mnozica A ima kvefjemu en element, tj. mnoZzica A je bodisi prazna
bodisi enojec. Tudi: mnoZzica A je podmnoZica kakega enojca oz. edina preslikava
A — 1jeinjektivna.

Vaja 1.39. Pravilo ekstenzionalnosti preslikav bi lahko zapisali tudi takole:

Preslikavi f : A — Bin g : C — D staenaki, éevela A=C,B=D
in za vse x1, xp € A velja, daiz x1 = x3 sledi f(x1) = g(x2).

Dokazite, da je ta razli¢ica enakovredna obicajnem pravilu ekstenzionalnosti.

Vaja 1.40. Zapisite pravila za zmnoZek treh mnoZic. Nato premislite Se, kako bi
podali pravila za zmnoZek n mnoZic, kjer je n naravno stevilo.

Vaja 1.41. Nastejte vse elemente mnoZzice 1 + 1 + 1.

Vaja 1.42. Preveri tiste izomorfnosti iz izreka 1.36, ki jih v razdelku 1.5 nismo
utemeljili.
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2 Simbolni zapis

Tako kot vsaka stroka ima tudi matematika svoj strokovni jezik, ki obsega mate-
mati¢ne simbole in izraze ter svojevrsten nacin izrazanja. Matematiki stremimo k
popolni natan¢nosti in nedvoumnosti matemati¢ne misli. To je seveda le ideal, ki
se mu bolj ali manj priblizamo, dejanska matemati¢na besedila pa piSemo ljudje
za ljudi, zato ni ni¢ nenavadnega, da so preZeta s tradicijo in nepisanimi druzbe-
nimi dogovori, ki matematiko oddaljijo od formalnega ideala, a jo tudi naredijo
humano. Pred studentom matematike je torej tezka naloga, saj se mora hkrati z
novo matematiko uciti e nekoliko nenavadnega jezika. V pomo¢ se zato najprej
posvetimo samo formi matemati¢nega izrazanja. In ne zamerite nam, ¢e vam
dobrohotno ponudimo $e kak nasvet o studiju matematike.

Matemati¢no komuniciranje je raznoliko, saj je namenjeno razli¢nim publikam
in zato posredovano na razlicne nac¢ine. Tako v raziskovalnem matemati¢nem
¢lanku ne bomo nasli pojasnil in izra¢unov, ki jih profesor matematike zahteva
od svojih studentov. In verjetno ni dveh matematikov, ki bi uporabljala povsem
usklajen matematicni zapis in izrazoslovje. Kljub temu je matemati¢ni jezik sku-
pen vsem matematikom in v vedji meri poenoten. Nesporazume, ki nastopijo
zaradi razli¢nih navad, pa lahko reSimo s pogovorom. Vsi izkuSeni matematiki
vedo, da vedo zelo malo in zato vprasajo, ko ¢esa ne vedo. To naj bo torej prvi
nasvet: vprasajte in e ne dobite odgovora, vprasajte Se enkrat.

Ker je namen tega u¢benika postaviti dobre osnove matematicnega izraZanja in
misljenja, bomo bolj natan¢ni kot vecina matematikov v praksi. Zacetnik namrec
potrebuje oporo v natan¢nosti, kasneje, ko razume stvari bolje, pa lahko ubere
bliZnjice, ki jih bolj izkuSeni kolegi uporabljajo, ne da bi to sploh opazili. Sproti
bomo opozarjali nanje, kakor tudi na manjSe nedoslednosti v matemati¢ni praksi,
ki izhajajo iz zgodovinskega razvoja matematike.

2.1 Pisave in simboli

Matemati¢na abeceda vsebuje precej ve¢ simbolov, kot zgolj obi¢ajne ¢rke in Stevke.
Nekatere Ze poznamo, na primer =, <, +, 0, U, N, f in tako naprej, precej jih
Se bomo spoznali. Poleg tega matematiki uporabljamo razli¢ne pisave, kot je
prikazano v tabeli 2.1. Na tabli in v zvezku sicer tezko lo¢imo med pokon¢no,
odebeljeno in leZe¢o pisavo, ali med kaligrafsko in rokopisno, zato nabor pisav
omejimo. V tiskanem besedilu se vedno drZimo nekaterih pravil glede izbire pisav.
Tako posamezne ¢rkea, b, c, ..., x,y, z pisemo v lezedi pisavi, imena elementarnih
funkcij pa pokonéno: sin, cos, log, . . . Sumnikov obiajno ne uporabljamo. Véasih
z uporabo znakov nakazemo povezavo med dvema objektoma: f je funkcija in F
njen integral, A je linearna preslikava in A njej pripadajo¢a matrika itd.
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Pisava Crke
pokonéna ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
odebeljena ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
lezeca ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

kaligrafska ABCDODEF GHIJTKLMNOPQRST UVWXYZ

rokopisna ABCDEFECH T IKLMNOPORST UV W XY E

frakturna ABEDEFOHHIJRLMNOPARSTUBWXY 3
dvopoudarjena ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Tabela 2.1: Pisave

Crke lahko dodatno opremimo s &rticami, vijugami, vektorskimi znaki, stre-
Sicami in podobno:

’ . - - ~

a a a a a a a a.

Uporabimo lahko tudi podpis ali nadpis, ki je lahko ¢rka, Stevilka, ali kak drug
simbol, na primer

a; a' ap ax a'.
Podpisu in nadpisu pogovorno pravimo tudi indeks in eksponent, a to ni najbolj
posrecena raba, ker se indeks lahko pojavi tudi v nadpisu ali kje drugje, eksponent
pa lahko pomeni tudi $tevilo, s katerim potenciramo.

Kljub temu obilju ¢rk in oznak poseZemo Se po drugih abecedah, Se posebej
grski, zato se jo ¢imprej naucite! Grske ¢rke skupaj z njihovo izgovorjavo najdete
v tabeli 2.2. Prostoro¢ni zapis grskih ¢rk se boste naucili v razredu. Pa tudi to
matematikom $e ni dovolj! V teoriji mnozic uporabljamo $e hebrejske ¢rke alef N,
bet 3 in gimel J.

In zakaj pravzaprav potrebujemo tako veliko Stevilo ¢rk? Verjetno zato, ker je
v matematiki krajsi zapis bolj uc¢inkovit, saj zasede manj prostora na papirju, pa Se
hitreje ga zapiSemo in preberemo. Rac¢unalnicarji imajo drugac¢ne navade, saj pri
njih velja, da naj se uporablja opisna imena, ki razkrijejo pomen: kjer bi matematik
in fizik uporabila m in 4, bi ra¢unalnicar zapisal masa_delca in pospesek.

2.2 Izrazi

Matemati¢no besedilo je me$anica naravnega jezika in simbolnega zapisa. Delom
besedila, ki so napisani s simboli, pravimo simbolni izrazi ali krajSe kar izrazi. Vsi
ste jih Ze videli, denimo

1

x

B+4)-6 / 1+x2dx ax*+bx+c=0 x>0Vvx<0
0

Ste se kdaj vprasali, zakaj pravzaprav piSemo ulomke z vodoravno ¢rto, integral
z znakom f , zakaj ima mnoZenje prednost pred seStevanjem in zakaj seStevamo
od leve proti desni, ¢eprav bi lahko tudi v drugi smeri? Odgovor je vedno isti: to
so splosno sprejete navade, ki so se izoblikovale v razvoju matematike. To niso
matematicne resnice, ampak dogovori med ljudmi, ki se jih drzimo zato, ker so se
izkazali za smiselne. Na primer, integralski znak / je Leibniz! izpeljal iz ¢rke S,

LGottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) je bil nemski filozof, matematik, fizik, pravnik,
zgodovinar, jezikoslovec, knjiznicar in diplomat luzisko sorbskega porekla.
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Grska ¢rka Izgovorjava

velika  mala | vslovenscini v gricini
A a alfa alfa
B B beta vita
r y gama yama
A 0 delta delta
E €€ epsilon epsilon
Z C zeta zita
H Ui eta ita
® 0,9 oeta oita
I L jota jota
K K kapa kapa
A A lambda lamda
M u mi mi
N v ni ni
= & ksi ksi
@) 0 omikron  omikron
II no pi pi
p P, 0 ro ro
¥ o,¢C sigma siyma
T T tau taf
T v ipsilon ipsilon
Q9,0 fi fi
X X hi i
4 Y psi psi
Q w omega omeya

Izgovorjava: u je ustni¢ni u (kot v besedi ‘pav’); v je cerkljanski ‘g’ (nekaj med ‘g’ in 'h’ — vpraSajte
soSolce s tega obmodja); © je angleski nezveneci ‘th” (kot v besedi ‘thing’); ¥ je nemski ‘ch” (kot v
besedi ‘ich’).

Tabela 2.2: Grska abeceda.

ker je na integral gledal kot na dolocene vrste vsoto (latinsko ‘summa’).

Z vidika vsebine raznolikost matemati¢nega zapisa ni potrebna, saj bi lahko
vse izraze pisali na isti na¢in. Namesto simbolov, kot so +, — in v bi lahko
uporabljali besede plus, minus, sqrt in jih zapisovali kot preslikave. Tak zapis
je preprost in enoten, saj se nam ni treba ukvarjati s predponami, medponami in
priponami ter z levim in desnim zdruzevanjem. Uporablja se v ra¢unalnistvu, a
kdo bi Zelel na tablo namesto 3 + V5 — 4 zapisati plus(3, sqrt(minus(5, 4)))?

Ni vsako zaporedje znakov pravilen izraz. Denimo, 3+)x - 4 ni pravilen izraz,
ker ima narobe postavljen zaklepaj. Izraz je pravilno formiran ali sintakticno
pravilen, e ustreza pravilom, ki dolocajo kako postavljamo oklepaje, vejice, pike,
kako uporabljamo razne posebne simbole (+, V, f ) itd. Natanc¢na sintakticna
pravila za pisanje matematic¢nih izrazov so precej zapletena, ker je matemati¢ni
zapis raznovrsten in se je razvijal skozi zgodovino. Mnoga Ze poznate (»vsak
oklepaj mora imeti ustrezni zaklepaj«, »piSe se a + b in ne ab+«), zato jih ne
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bomo podrobno obravnavali — to je delo za ra¢unalnicarje, ki Zelijo taka pravila
implementirati. Posvetimo se raje pravilom in dogovorom za zapis izrazov, ki jih
pogosto sreCamo v matematiki.

2.2.1 Predpone, medpone, pripone, nadnapisi in podnapisi

Aritmeti¢ne operacije +, —, - in / piSemo kot medpone ali infiksne operacije, tako
da operacija stoji med obema operandoma, na primer x + y. Kadar zapiSemo
operator za operand, pravimo, da je pripona ali postfiksna operacija, na primer
faktoriela x!. Zapis operatorja je predpona ali prefiksna operacija, e stoji pred
operandom, na primer nasprotna vrednost —x. Poleg teh poznamo tudi druge
zapise: potenciranje piSemo z eksponentom x?, deljenje z ulomkom %, kvadra-

tni koren s posebnim simbolom +/x itn. Skrajni primer je zapis mnoZenja brez
simbola, ko namesto x - y zapiSemo kar xy.

Argumente operacije ali funkcije véasih zapiSemo v podnapis ali nadnapis.
Na primer, ¢e je a : N — R preslikava, pogosto pisemo a; namesto a(7).

2.2.2 Prednost in zdruzevanje

Nekatere operacije imajo prednost ali prioriteto pred drugimi in nekatere zdru-
Zujejo ali asociirajo levo ali desno. Prednost pove, katera operacija pride prej na
vrsto, kadar ni oklepajev: potenciranje ima prednost pred mnoZenjem in mnoZze-
nje pred sestevanjem. Operacija lahko tudi zdruZuje levo ali desno. Na primer,
seStevanje + zdruzuje levo, zato je 5+ 2 + 1 enako (5 + 2) + 1. Pri seStevanju to
sicer ni pomembno, pri odstevanju pa moramo upostevati zdruZevanje na levo:
5—-2-1jeenako (5—-2)—1inne5— (2 —1). Potenciranje zdruZuje na desno, saj
23 pomeni 26", Nekatere operacije ne zdruzujejo in v takih primerih moramo
uporabiti oklepaje.

Povejmo Se to: ni¢ ni narobe, ¢e zapiSemo ve¢ oklepajev, kot je to nujno
potrebno. Izraza 3 - 4 + 5 in (((3) - 5) + 5) sta enakovredna.

2.2.3 Implicitni argumenti, privzete vrednosti in preobteZevanje

Argumente operacije lahko opustimo in od bralca pri¢akujemo, da bo pravilno
uganil, kaj smo mislili. Pravimo, da so to implicitni argumenti. Primer implicitnih
argumentov smo Ze videli, ko smo zapisali prvo in drugo projekcijo pr, in pr,:

pri:AXB — A,

pr,: AXB — A.
Ce bi bili zelo natan¢ni, bi morali pri projekcijah zapisati tudi mnoZici A in B, ki
tvorita kartezi¢ni produkt, na primer nekaj takega kot pr‘f’B :AXB — A. Ko

torej vpeljemo novo zapis, lahko nekatere argumente razglasimo za implicitne,
kar pomeni, da jih bomo opuscali, kadar to ne pripelje do zmede.

Vaja 2.1. Ali ima kompozicija preslikav o implicitne argumente? Katere?

Argument operacije ima lahko privzeto vrednost. Na primer logaritem x z
osnovo b zapiSemo log, x. Ce opustimo b, se razume, da je misljen desetiski
logaritem, log x = log, Ox. Pravimo, da je privzeta vrednost osnove b = 10.
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Simbol lahko tudi preobteZimo, da ima ve¢ pomenov, nato pa od bralca pri-
¢akujemo, da bo uganil, katerega smo mislili. Na primer, + uporabljamo za
seStevanje naravnih Stevil, seStevanje celih Stevil, seStevanje racionalnih Stevil,
seStevanje realnih stevil, seStevanje kompleksnih Stevil, seStevanje vektorjev, se-
Stevanje matrik, itd. S preobteZevanjem ne gre pretiravati, ker lahko pripelje
do zmede. Obicajno z istim simbolom oznac¢imo razli¢ne operacije, ki imajo kaj
skupnega. Na primer, + vedno uporabljamo le za operacijo, ki je komutativna,
asociativna in ima nevtralni element.

2.2.4 Izrazi predstavljajo drevesa

Izrazi so zaporedja znakov, ki jih piSemo z leve na desno. A kje drugje na tem svetu
bi jih pisali z desne na levo ali navpicno. Izrazi so le predstavitve tako imenovanih
sintakticnih dreves. Na primer ((3 + x) X y)? predstavlja sintakti¢no drevo, pri
Cemer potenciranje predstavimo z znakom "

A
VRN
X 2
/N
+ Y

/\
3 X

Osintakti¢nih drevesih ne bomo govorili, a jih omenimo, ker so pomembna iz dveh
razlogov: sintakti¢na drevesa so podatkovni tip, s katerim v programu dejansko ob-
delujemo izraze; s pomocjo sintakti¢nih dreves lahko simbolni zapis predstavimo
kot posebno vrsto algebre, ki omogoca matemati¢no obravnavo izrazov.

2.3 Slike in diagrami

Matematiki uporabljamo tudi diagrame in slike, slednje predvsem v geometriji
in analizi. Z njimi lahko razjasnimo pojme in si pomagamo pri predstavi zaple-
tenih pojmov in konstrukcij, zato so nepogresljivo orodje. To Se posebej velja za
poucevanje matematike.

Vendar pa moramo biti pri uporabi slik pazljivi, ker nas lahko zavedejo. V
poduk podajmo »dokaz«, da so vsi trikotniki enakokraki!

Izrek 2.2. Vsi trikotniki so enakokraki.

Dokaz. Naj bo AABC poljuben trikotnik, glej sliko 2.1. Naj bo P sredisce
stranice BC ter Q presecisc¢e simetrale kota ZBAC in simetrale stranice BC. Naj
bo R pravokotna projekcija tocke Q na stranico AB in S pravokotna projekcija
tocke Q na stranico AC. Trikotnik ABCQ je enakokrak z vthom Q, zato velja
BQ = CQ. Trikotnika AAQR in AAQS sta podobna, saj skladna, ker imata
skupno stranico in kota ob njej, torej velja AR = AS in QR = QS. Sklepamo,
da sta tudi trikotnika ABQR in ACQS skladna, saj sta pravokotna trikotnika s
skladno kateto in skladno hipotenuzo. Potemtakem sta skladni Se preostali kateti,

RB = SC, od koder izra¢unamo

AB=AR+RB=AS+SC = AC.
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Slika 2.1: trikotnik AABC

Trikotnik AABC je res enakokrak. O

[verzija 2025-10-14]
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Od tu naprej
zapiski niso vec¢ tako lepo urejeni
in vsebujejo ve¢ napak.
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24 Logicne formule

Izrazi, ki oznacujejo Stevila, se imenujejo aritmeticni izrazi.

Izrazi, ki oznacujejo matematicne izjave, se imenujejo logi¢ni izrazi ali logi¢ne
formule. Razumevanje, branje in pisanje le-teh zahteva kar nekaj treninga, zato
se mu bomo posvetili tu in na vajah. Pravzaprav ne bomo vadili le razumevanja
zapisa, ampak tudi, kako matematiki razmisljajo in razumejo drug drugega.

Tu o dokazih in pravilih dokazovanja Se ne bomo govorili, bomo pa pojasnili
intuitivni pomen logi¢nih operacij.

Racunanje z logi¢nimi formulami delimo na:

* izjavni ra¢un zaobjema logi¢ne veznike -, A, V, =, &,

¢ predikatni racun zaobjema izjavni racun, ter kvantifikatorja V in 3.

2.4.1 Izjavniracun

Izjavni vezniki so naslednje operacije:

* resni¢nostni konstanti L in T: beremo ju »neresnica» in »resnicax,

* negacija —: izjavo A beremo »A ne velja« ali »ni res, da A«,

* konjunkcija A: izjavo A A B beremo »A in B,

e disjunkcija V: izjavo A V B beremo »A ali B«,
implikacija =: izjavo A = B lahko beremo na ve¢ nacinov:

- »Iz A sledi B.«

- »Ce A, potem B.«

- »A samo ¢e B.«

- »Bslediiz A.«

- »A je zadosten pogoj za B.«

- »B je potreben pogoj za A.«
ekvivalenca &: izjavo A & B beremo

- »A je ekvivalentno B.«

— »A, ¢e in samo ¢e B.«

- »A natanko tedaj, ko B.«

- »A je zadosten in potreben pogoj za B.«
Malo bolj neobicajna je:

* ekskluzivna disjunkcija @: izjava A @ B beremo »bodisi A bodisi B« ali »A
ali B, vendar ne oba hkrati«.

Prioriteta veznikov, od najvisje do najniZje:
* -
° /\,
*V,d,
. = O

Zgled 2.3. Izraz ~A A B = C V D beremo kot ((-A) A B) = (C vV D).

Asociiranost veznikov:

e leva asociiranost: A, V, @,

¢ desna asociiranost: =.
Ekvivalenca & nima asociiranosti, zato je zapis A & B < C naceloma dvoumen,
a v praksi pomeni (A & B) A (B & C).
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Opomba 2.4. Tudi zapis x = y = z pravzaprav ni smiseln, saj sta (x = y) = z in
x = (¥ = z) oba nesmiselna. V praksi x = y = z pomeni (x = y) A (y = z). Pa e
to: koliko enacb je izrazenih z a = b = ¢ = d? Tri! Toliko kot je enacajev.

Opomba 2.5. Zapis x # y # z je nejasen in se mu je bolje izogibati, saj zlahka
pripelje do pomote, ker iz x # y in y # z ne sledi nujno x # z.

Glede razumevanja veznikov, omenimo:

e disjunkcija je inkluzivna, kar pomeni, da je A V B resni¢na izjava, ¢e sta A in
B resni¢ni,

e vimplikaciji A = B se A imenuje antecedent in B konsekvent. Implikacija
je veljavna, ¢e je antecedent neveljaven,

e ekvivalenco A & B lahko razumemo kot okrajsavo za (A = B) A (B = A).

2.4.2 Kvantifikatorja

Matematicne izjave vsebujejo fraze, kot so »za vse«, »za neki«, »obstaja vsaj en,
»zanatanko enega«ipd. Le-teizrazimo s kvantifikatorji. Osnovna kvantifikatorja
sta univerzalni in eksisten¢ni.

Univerzalni kvantifikator V

Formulo Vx € A . ¢ beremo:
* »Zavsak x iz A velja ¢.«,
* »Vsix iz A zado$¢ajo ¢.«,
* »pzavsexiz A«
Pika pri tem nima nobenega posebnega pomena, pogosti so tudi zapisi

VxeA,¢ ali Vx:A,¢ ali (Vx:A)o.
Nekateri matematiki piSejo po principu »pisi kao $to govoris«
¢, VxeA (»¢ zavse x iz A«)

Ta zapis odsvetujemo, ker ne deluje, ko kombiniramo vec kvantifikatorjev hkrati.
Omenili smo Ze, da Vx € 0. ¢ vedno velja. To bomo utemeljili v poglavju o
pravilih sklepanja.

Eksistenéni kvantifikator 3

Formulo Jx € A . ¢ beremo:

* »Obstaja x iz A velja ¢.«

* »Obstaja vsaj en x iz A velja ¢.«

* »Zaneki x iz A velja ¢.«

* »¢p zaneki x iz A.«
S tem povemo, da obstaja eden ali vec takih x. Na primer, izjava 3x € N.x < 3je
veljavna, saj je 2 naravno Stevilo, ki je manjsa od 3.
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Prioriteta V in 3

Prioriteta kvantifikatorjev V in 3 je niZja od prioritete veznikov. Na primer:
e VxeA.p ANpjeenakoVx € A. (P A V),
e VxeR.x>0= ¢jeenakoVx e R.(x > 0= ¢).
Kvantifikator vedno zaobjame vse, kar zmore:
e Vx € A.¢ ATy € By je enako Vx € A.(¢p A (Jy € B.¢y)) in ni enako
(Vx € A.¢p) A3y € BY),
e (PAVXe A.Q=R)=3dyecB.Sjeenako (PAVx € A.(Q = R)) =
(ye B.S)innienako(PA(Vx€e A.Q)=R)= 3y €B.S5)

Kombinacija V in 3

Pozor, vrstnega reda kvantifikatorjev ne smemo mesati:
* Vx € R.dy € R.x < y pomeni »vsako realno Stevilo je manjSe od nekega
realnega Stevila« (kar je res),
¢ dx € R.Vy € R.x < y pomeni »obstaja najmanjSe realno stevilo« (kar ni
res).
To dejstvo bomo utrjevali na vajah. Zapomnite se, da morate biti tudi pri ostalih
predmetih posebej pozorni na vrstni red »za vsak« in »obstaja«. Je profesorica pri
analizi rekla »za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0 da. .. «alije rekla »obstaja tak 6 > 0
dazavsak € > 0...«? Ceboste zamegali ti dve izjavi na ustnem izpitu iz analize,
boste imeli pokvarjen dan, ali pa cele pocitnice!

Kvantifikator z dodatnim pogojem

Pogosto kvantifikacijo kombiniramo z dodatnim pogojem, na primer:

* »Obstaja liho naravno Stevilo, ki ni deljivo s 7.«

* »Vsako sodo naravno Stevilo je deljivo s 3.«
V prvem primeru je dodatni pogoj izrazen z besedico »liho« in v drugem s »sodo«.
Kako zapiSemo take izjave s formulo, kam vtaknemo dodatni pogoj? Izjavi pre-
tvorimo po korakih:

¢ »Obstaja liho naravno stevilo, ki ni deljivo s 7.«

¢ »Obstaja naravno stevilo, ki je liho in ki ni deljivo s 7.«

* »Obstaja naravno Stevilo, ki je liho in deljivo s 7.«

* »Obstaja x iz N, da je x lih in x je deljiva s 7.«

e Jdx € N.(xjelih) A (x je deljiv s 7)

e JxeN.(GyeN.x=2y+1)A(Fze N.y =7z2)
In Se druga izjava:

* »Vsako sodo naravno stevilo je deljivo s 3.«

* »Vsako naravno stevilo, ki je sodo, je deljivo s 3.«

* »Za vsako naravno Stevilo velja, da ¢e je sodo, potem je deljivo s 3.«

* »Zavsak x iz N velja, ¢e je x sod, potem je x deljiv s 3.«

* Vx € Nx sod = x deljivs 3

e VxeNE@yeN.x=2y)= (3ze N.x =32)
Zapomnimo si: dodatni pogoj pri 3 izrazimo A in dodatni pogoj pri V izrazimo
=.

Poglejmo $e en primer, ko imamo ve¢ moznosti za zapis s formulo:
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»Za vsako pozitivno realno Stevilo x obstaja tako naravno Stevilo 7,
dajex < n.«

Zacetni del »za vsako pozitivno realno stevilo« lahko zapiSemo na ve¢ nacinov:

e VxeR,p.dneN.x <mn,
Vxe{yeR|y>0} .dneN.x<mn,
VxeR.x>0=3dneN.x<mn,
Vx>0.dneN.x <n.
Pri prvem nacinu moramo biti v naprej dogovorjeni, da R>o oznac¢uje mnoZzico
pozitivnih realnih Stevil. Pri drugem nacinu smo vstavili definicijo Rso, zato
dogovor ni ve¢ potreben, a je zapis bolj ne¢itljiv. Pri tretjem nac¢inu smo predstavili
pozitivnost kot dodatni pogoj. Cetrti nac¢in je najbolj ¢itljiv in se pogosto uporablja,
a nam ne pove, ali je x realno, celo, ali racionalno Stevilo.

Vezane in proste spremenljivke

V nekaterih izrazih nastopajo spremenljivke, ki so vezane. To pomeni, da je
njihovo obmogje veljavnosti omejeno, oziroma da so neke vrste »lokalne spre-
menljivke«. Spremenljivka, ki ni vezana, je prosta. Primeri:

* V funkcijskem predpisu x — x* + y je X vezan in y prost.

V funkcijskem predpisu (x, y) > x% + y sta x in y vezana.
V integralu [ (x + a)?dx je x vezan in a prost.
V vsoti 3 (i% + 1) je i vezan in 1 prost.

e Vformuli Vx € R.x® + 3x < 7je x vezana spremenljivka.

Ce vezano spremenljivko preimenujemo, se izraz ne spremeni. Funkcijska
predpisa x > a - x>+ 1iny > y - y? + 1 sta enaka. Vendar pozor, ¢e vezano
spremenljivko preimenujemo, za novo ime ne smemo izbrati spremenljivke, ki se
Ze pojavlja. Na primer, v integralu

/1(11 +x)%dx
0

smemo X preimenovati v f, zato sta integrala enaka izraza (in imata tudi enako

vrednost):
1 1
/ (a + x)*dx =/ (a+t)dt
0 0

Ne bi pa smeli x preimenovati v 4, saj bi dobili

/(a +a)da

Pravimo, da se je prosta spremenljivka a ujela v integral.
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3.1 Enoli¢ni obstoj

3.1.1 Kvantifikatorje za enoli¢ni obstoj 3!

S kvantifikatorje ¥ in 3 lahko izrazimo tudi druge kvantifikatorje. Na primer,
»obstajata vsaj dva elementa x in y iz A, da velja ¢(x, i)« zapisemo

IxeA.yeA.x+yAd(x,y)

Kako pa izrazimo »obstaja natanko en x iz A, da velja ¢(x)«? Takole:
AxeA.¢(x)AVyze A.p(y) ANp(z) =y =2
ali ekvivalentno
Ixe A (p(x) AVy e A.¢p(y) = x =y).

To okrajsamo J!x € A . p(x) in beremo »obstaja natanko en x iz A, da velja ¢ (x)«.
Uporablja se tudi zapis 3'x € A . ¢(x).

3.1.2 Operator enoli¢nega opisa

Ce dokaZemo, da obstaja natanko en x € A, ki zado$¢a pogoju qb(x), potem se
lahko nanj smiselno sklicujemo z »tisti x iz A, ki zadod¢a ¢(x)«. Primeri:

* »tisto realno Stevilo x, za katero je x = 2«, namre¢ kubic¢ni koren 2,

* »tista mnozica S, ki nima nobenega elementa«, namrec¢ prazna mnozica.
Proti-primeri:

* »tisto racionalno stevilo X, za katero je x = 2«, saj takega Stevila ni,

* »tisto realno Stevilo x, za katero je x = 2«, ker sta dve taki Stevili,

* »tista mnozica S, ki ima natanko en element«, ker je takih mnozic je zelo

veliko.

To je lahko zelo koristen nacin za opredelitev matemati¢nih objektov, zato uve-
demo zanj simbolni zapis. Ce dokaZemo

Jix € A.Pp(x)
potem lahko pisemo
ix € A.¢p(x), »tisti x € A, za katerega velja ¢(x)«

Torej velja
P(ix € A. p(x)).

Spremenljivka x je vezana v ix € A. ¢(x).
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Zgled 3.1. Denimo, da $e ne bi poznali simbola 4/ za kvadratne korene. Tedaj bi
lahko kvadratni koren iz 2 zapisali kot

xeER.(x >0Ax%=2)

Se veg, preslikavo vE R>9 — R lahko definiramo takole:

\/:xH(LyER.(yZO/\yzzx)).

Vaja 3.2. Zapisite »limita zaporedja @ : N — R« z operatorjem (, pod pred-
postavko, da je a konvergentno zaporedje. Najprej povejte z besedami »limita
zaporedja a je tisti x € R, ki ... «, nato pa zapiSite Se v obliki tx € R. .. ..

Opomba 3.3. Ne pozabite: zapis tx € A.(x) je veljaven samo v primeru, da
velja Ilx € A. P(x).

3.2 Spremenljivke in definicije

Preden v matemati¢nem besedilu uporabimo simbol ali spremenljivko, ga mo-
ramo vpeljati. To pomeni, da moramo pojasniti, kakSen je pomen simbola. Po-
znamo dva osnovna nacina za vpeljavo novih simbolov:
[ ]
* Nov simbol s lahko definiramo kot okrajSavo za neki drugi izraz ali logi¢no
formulo.
* Nov simbol s je (vezana ali prosta) spremenljivka, ki predstavlja neki (ne-
znan, poljuben, nedolocen) element dane mnoZice A.
V obeh primerih dodamo simbol s v kontekst, se pravi v spisek znanih simbolov.
Ce smo simbol uvedli le zacasno (na primer v enem poglavju, ali v delu dokaza),
ga iz konteksta odstranimo, ko ni ve¢ veljaven.
Matematiki zapisujejo definicije in vpeljujejo spremenljivke na razne nacine.

3.2.1 Vpeljava spremenljivke

Ce zelimo vpeljati spremenljivko x, ki predstavlja neki poljuben ali neznani ele-
ment mnozice A, zapiS§emo

Naj bo x € A.

S tem postane x veljavna spremenljivka, ki jo lahko uporabljamo. O njen vemo
le to, da je element mnozice A — pravimo, da je x prosta spremenljivka. V
matemati¢nih besedilih boste zasledili tudi naslednje fraze, ki uvedejo prosto
spremenljivko:

* »Najbo x € A poljuben.«

* »Obravnavajmo poljuben x € A.«

* »lzberimo poljuben x € A.«

* »Denimo, da imamo poljuben x € A.«
Pozor, beseda »izberimo« bi komu dala misliti, da silahko izbere neki konkretni x,
a to preprecuje beseda »poljubenc, ki jo matematik uporabi, kadar Zeli povedati,
da je x neznana ali nedoloc¢ena (poljubna) vrednost.

Vaja 3.4. Denimo, da ucitelj re¢e »Naj bo 1 (poljubno) naravno $tevilo«, nato pa
vas vprasa »Ali je nn sodo Stevilo?«, kako boste odgovorili?
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3.2.2 Definicija simbola

Definicija je v prvi vrsti okrajSava za neki izraz. Z njo uvedemo nov simbol s in
mu pripisemo neko vrednost. Simbol s je enak vrednosti, ki smo mu jo pripisali.
Simbolni zapis za definicijo je

Si=...

Na primer, v besedilu bi lahko napisali »Naj bo s := 4/log, 7 + /6.« S tem smo

v kontekst dodali simbol s in predpostavko s = 4/log, 7 + 71/6. V matemati¢nih
besedili boste zasledili tudi naslednje nacine za definicijo:

e 5 =4/log, 7 + m/6 (namesto := uporabimo =)

* 5 =4/log,7 + 71/6 (namesto := uporabimo =)
* 5 = 4/log, 7 + 1/6 (namesto := uporabimo =)

Kadar definiramo simbol tako, da mu priredimo funkcijski predpis, recimo
fi=(xx*+7)

to raje zapisemo kot
f(x):=x*+7.

Kadar definiramo simbol s pomoc¢jo enoli¢nega obstoja, recimo
r=txeR.x*=2
to raje zapiSemo z besedami:
Naj bo  tisto realno 3tevilo, ki zados¢a r° = 2.

Poglejmo $e, kako definiramo okrajSave za logi¢ne formule. Denimo, da Zelimo s
¢(x) oznaditi izjavo Jy € R.y* = x + 1. Glede na zgornji dogovor, zapisemo

¢p:=(x—> FyeR.y*=x+1))

ali
d(x):=Fy eR.y*=x+1).

Vendar takega zapisa v praksi ne boste videli. Dosti bolj pogost je zapis
dx) = TyeR.y>’=x+1
alipakar p(x) © Iy eR.y? = x + 1.

3.2.3 Definicije novih matemati¢nih pojmov
Kaj pa definicije novih pojmov, ki jih srecujete pri predavanjih, denimo pri analizi?

Definicija 3.5. Zaporedje Stevil 2 : N — R je neomejeno, ¢e za vsak x € R obstaja
i€N,dajea; > x.

S staliS¢a simbolnega zapisa, je to le uvedba novega simbola neomejeno:
neomejeno(a) := (Vx € R.3i € N.a; > x).

Seveda bistvo take definicije ni le krajsi zapis izjave Vx € R.3i € N.a; > x,
ampak uporabna vrednost pojma »neomejeno zaporedje«.
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3.3 Konstrukcije in dokazi

Matematiki v sklopu svojih aktivnosti konstruiramo matematicne objekte:

* v geometriji so znane konstrukcije z ravnilom in Sestilom,

¢ racunanje Stevk Stevila 7 je konstrukcija priblizka,

* reSevanje enacbe, je konstrukcija Stevila z Zeleno lastnostjo,

¢ konstruiramo lahko elemente mnozice, pogosto kar tako, da jih zapiSemo,
na primer (2,in,(3)) € N x (Z + 2).

Poleg tega dokazujemo matemati¢ne izjave. Na dokaz lahko gledamo kot na
konstrukcijo, saj je to le e ena zvrst matemati¢nega objekta. Ker pa so dokazi
skoraj vedno zapisani v naravnem jeziku, jih matematiki pogosto dojemajo loceno
od ostalih matemati¢nih objektov (Stevila, preslikave, mnoZice, ploskve, .. .).

Kaj pravzaprav je dokaz? V prvi vrstije dokaz utemeljitev matematicne izjave.
Zgrajen je po tocno dolocenih pravilih sklepanja, ki jih lahko podamo formalno in
jih tudi implementiramo na radunalniku.!

V praksi ljudje ne piSejo vseh podrobnosti v dokazu, ker bi bil tak dokaz
necitljiv in nerazumljiv. Pogosto podajo samo glavno idejo, iz katere lahko izku-
Seni matematik sam rekonstruira dokaz. Iz dobro napisanega dokaza se lahko
naucimo marsikaj novega, poleg golega dejstva, da dokaza izjava velja.

Mi bomo vadili podrobno pisanje dokazov. Pri ostalih predmetih boste videli
»zive dokaze«, ki imajo manj podrobnosti in so zapisani manj formalno. A vsi
pravilni matemati¢ni dokazi se dajo zapisati na nacin, kot ga bomo predstavili mi
(in celo zapisati povsem formalno z dokazovalnim pomoc¢nikom).

3.3.1 Kako piSemo dokaze

Pravila sklepanja so kot pravila igre. Ne povedo, kako dobro igrati, samo kaj
je dovoljeno. Seveda bomo hkrati s pravili sklepanja povedali nekaj namigov in
nasvetov, kako dokaz pois¢emo. A kot pri vsaki igri velja, da vaja dela mojstra.

Dokaz ima ugnezdeno strukturo: sestoji iz delov in pod-dokazov, ki sestoje iz
nadaljnjih pod-dokazov itn., ki se zakljucijo z osnovnimi dejstvi. Vsi ti kosi so s
pomocdjo pravil sklepanja zloZeni v dokazno »drevo«.

Ko pisemo dokaz, moramo v vsakem trenutku poznati

* cilj: kaj trenutno dokazujemo in
* kontekst: katere spremenljivke in predpostavke imamo trenutno na voljo.

Ko napravimo korak v dokazu, mora biti utemeljen z enim od pravil sklepanja.
Dokaz je popoln, ko smo utemeljili vse pod-dokaze, ki ga sestavljajo. Kot primer
si poglejmo zelo podroben dokaz izjave (p V g) Ar = (p A1)V (g AT).

IKogar to zanima, si lahko ogleda »The dawn of formalized mathematics« (prosojnice) in se
nauci uporabljati kak dokazovalni pomoc¢nik (v zadnjem ¢asu hitro napreduje Lean).
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Dokazimo (pVq)Ar= (p Ar)V (g AT).
(1) Predpostavimo (p V q) A r.
(2) Zaradi (1) veljap V g.
(3) Zaradi (1) velja r.
Zaradi (2) lahko obravnavamo dva primera:

(a) ¢e velja p:
Dokazimo (p A1)V (p AT).
DokaZzimo levi disjunkt p A 7:
(i) p velja zaradi (a)
(ii) r velja zaradi (3).

(b) ce velja g:
Dokazimo (p A7)V (p AT).
DokaZimo desni disjunkt g A 7:
(i) g velja zaradi (b)
(ii) r velja zaradi (3).

Dokaz bi bolj po ¢lovesko napisali takole:

Predpostavimo p V g in r. Ce velja p, potem sledi p A r ter od tod
(pAT)V(p Ar). Cepaveljag,sledig Arterspet(p A1)V (pAr). O

Ali pa kar takole:
Ocitno.

Pravila sklepanja delimo na:

¢ pravila vpeljave, ki povedo, kako dokazemo izjavo, ter

* pravila uporabe, ki povedo, kako lahko Ze znano izjavo uporabimo.
Poleg tega poznamo Se pravila o zamenjavi:

¢ zamenjava enakih izrazov: izraz lahko vedno zamenjamo z njim enakim,

* zamenjava ekvivalentnih izjav: izjavo vedno lahko zamenjamo z njej ekvi-

valentno.

Dokaz je skupek racunskih korakov in sklepov, s katerimi utemeljimo izjavo.
V vsakem trenutku mora biti jasno, kaj dokazujemo, katere spremenljivke so
veljavne in katere predpostavke so na voljo. Nekateri deli dokaza so samostojni
pod-dokazi pomoznih izjav. Vse spremenljivke in predpostavke, ki jih uvedemo
v pod-dokazu, so na voljo izklju¢no v pod-dokazu samem.

3.3.2 Pravila vpeljave

S pravilom za vpeljavo neposredno dokazemo izjavo. Za vsak veznik in kvantifi-
kator ponazorimo, kako uporabimo pripadajoce pravilo vpeljave.

Konjunkcija

Dokazimo ¢ A 1.

1. DokazZimo ¢: ... {dokaz ¢) ...
2. Dokazimo ¢: ...{(dokaz {) ...
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Disjunkcija
Prvi nacin:
DokazZimo ¢ V 1.
Zadostuje dokazati levi disjunkt ¢p: ... {(dokaz @) ...
Drugi nadin:

DokaZimo ¢ V 1.
Zadostuje dokazati desni disjunkt ¢: ... {dokaz ) ...

Implikacija
Dokazimo ¢ = :
Predpostavimo ¢.
Dokazimo ¢: ... {(dokaz ) ...
Ekvivalenca
Dokazimo ¢ < .
1. Dokazimo ¢ = ¢: ...{(dokaz p = ) ...
2. DokaZimo ¢ = ¢: ...{dokazp = ¢) ...
Resnica

Resnice T ni treba dokazovati, zapiSemo »oc¢itno«. 2

Neresnica

Kadar dokazujemo L, pravimo, da »i¢emo protislovje«.

Poiscimo protislovje.

1. DokazZimo ¢: ...{dokaz ) ...
2. Dokazimo =¢:  ...{dokaz =) ...
Negacija

Dokazimo —):
Predpostavimo 1.

Pois¢imo protislovje:

Opomba: ni nujno, da pois¢emo protislovje med 1) in =1, vsako protislovje je
sprejemljivo.

2V praksi T nastopi kot izjava, ki jo Zelimo dokazati, ko neko drugo izjavo poenostavimo.
Primer: ko dokazujemo 122 + 122 < 172, najprej izra¢unamo, da je to ekvivalentno 288 < 289, kar
je ekvivalentno T. S tem je dokaz zakljucen, saj smo dobili T.
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Univerzalna izjava

Dokazimo Vx € A . (x).

Najbo x € A.
Dokazemo ¢p(x): ... {(dokaz ¢(x)) ...

Pozor: spremenljivka x mora biti sveZa, se pravi, da je ne uporabljamo nikjer
drugje. Ce jo, najprej izberemo svezo spremenljivko v in x preimenujemo v y.
Eksistencna izjava

Dokazimo 3x € A . p(x):

Podamo x := (izraz).
DokazZemo {izraz) € A:
Dokazemo ¢((izraz)):

Opomba: (izraz) sme vsebovati vse proste spremenljivke, ki so trenutno na voljo
(x ni na voljo).

3.3.3 Pravila uporabe

Pravila uporabe nam povedo, kako iz predpostavk in Ze znanih dejstev izpeljemo
nova dejstva.

Konjunkcija

Vemo, da velja ¢ N ).
Torej velja ¢.
Torej velja 1.

Opomba: v praksi tega koraka ne delamo, ampak namesto predpostavke ¢ A 1
kar takoj vpeljemo loceni predpostavki ¢ in 1.
Disjunkcija

Dokazimo p.
Vemo, da velja ¢ V 1, torej obravnavamo primera:

1. Ce velja ¢:
Dokazemo p: ...{dokaz p) ...
2. Cevelja :
Dokazemo p: ... {dokaz p) ...
Implikacija

Vemo, da velja ¢ = .
Dokazimo ¢: ...{dokaz ¢) ...
Torej velja tudi 1.
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Resnica

Resnica ni uporabna kot predpostavka in jo lahko zavrzemo.

Neresnica
Dokazimo p:

Ugotovimo, da velja L.
Ker iz neresnice sledi karkoli, velja p.

Negacija
Negacijo =¢ uporabimo tako, da dokaZzemo ¢ in zaklju¢imo dokaz.
Dokazimo p.
Vemo, da velja —~¢.
* Dokazimo ¢: ...{dokaz ) ...
Torej velja p.

Univerzalna izjava

Vemo, da velja Vx € A . (x).
Vemo, da je (izraz) € A.
Torej velja ¢ ((izraz)).

Eksistenc¢na izjava
Dokazimo p.
Vemo, da velja 3x € A . p(x).

Imamo x € A, za katerega velja ¢(x).
Dokazemo p: ...{dokaz p) ...

Pozor: spremenljivka x mora biti sveza, se pravi, da se ne pojavlja v p ali kjer-
koli drugje. Ce se x pojavi kje drugje, ga moramo najprej nadomestiti s svezo
spremenljivko V.

Izkljucena tretja moznost in dokaz s protislovjem

Pravilo izkljucene tretje moznosti pravi, da vedno velja ¢ V =¢ in ga uporabimo
takole:

DokazZimo p.
Velja ¢ V —¢:

1. Ce velja ¢:
Dokazemo p:

2. Ce velja =p.
Dokazemo p:

Dokaz s protislovjem poteka takole:
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Dokazimo p. Dokazujemo s protislovjem:

Predpostavimo —p.
Poiscimo protislovje:

Opomba: dokaz s protislovjem in pravilo vpeljave za negacijo sta razlicni pravili!
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4 Logika in pravila sklepanja (dodatno
poglavje)

Opomba: To poglavje je del u¢benika v nastajanju in ni povsem v skladu s preda-
vanji. Kljub temu ga vklju¢ujem v te zapiske, ker vsebuje precej koristnih nasvetov
in misli.

4.1 Kajje matematicni dokaz?

V srednji Soli se dijaki pri matematiki ucijo, kako se kaj izra¢una. Na univerzi
imajo studentje matematike pred seboj zahtevnejSo nalogo: poleg kako morajo
vedeti tudi zakaj. Od njih se pri¢akuje, da bodo ra¢unske postopke znali tudi ute-
meljiti, ne pa samo slediti pravilom, ki jih je predpisal ucitelj. Razumeti morajo
dokaze znamenitih izrekov in sami poiskati dokaze preprostih izjav. Da bi se lazje
spopadli s temi novimi nalogami, bomo prvi del predmeta Logika in mnoZice po-
svetili matemati¢ni infrastrukturi: izjavam, pravilom sklepanja in dokazom. U¢ili
se bomo, kako pisemo dokaze, kako jih analiziramo in kako jih sami pois¢emo.

Osrednji pojem matematic¢ne aktivnosti je dokaz. Namen dokaza je s pomocjo
to¢no dolocenih in vnaprej dogovorjenih pravil sklepanja utemeljiti neko matema-
ti¢no izjavo. Nac¢eloma mora dokaz vsebovati vse podrobnosti in natanko opisati
posamezne korake sklepanja, ki privedejo do Zelene matematic¢ne izjave. Ker bi
bili taki dokazi zelo dolgi in bi vsebovali nezanimive podrobnosti, matematiki obi-
¢ajno predstavijo samo oris ali glavno zamisel dokaza. IzkuSsenemu matematiku
to zadosca, saj zna oris sam dopolniti do pravega dokaza. Matematik zacetnik
seveda potrebuje ve¢ podrobnosti. Poglejmo si primer.

Izrek 4.1. Za vsako naravno $tevilo n je n® — n deljivo s 3.

Po kratkem premisleku bi izku$eni matematik zapisal:

Dokaz. Ocitno. O

To ni dokaz, izkuSeni matematik nam le dopoveduje, da je (zanj) izrek zelo lahek
in da nima smisla izgubljati ¢asa s pisanjem dokaza. Zacetnik, ki teZko razume Ze
sam izrek, bo ob takem »dokazu« seveda zgrozen. Verjetno bo najprej preizkusil
izrek na nekaj primerih:

1¥-1=0,
2-2=8-2=6,
33 -3=27-4=24,
43 —4=64—4=60.
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Res dobivamo veckratnike Stevila 3. Ali smo izrek s tem dokazali? Seveda ne!
Preizkusili smo le tiri primere, ostane pa jih e neskonéno mnogo. Kdor misli,
da lahko iz nekaj primerov sklepa na splosno veljavnost, naj v poduk vzame
naslednjo nalogo.

Vaja 4.2. Alije n? — n + 41 prastevilo za vsako naravno tevilo 1?

Ko izkuSenega matematika prosimo, da naj nam vsaj pojasni idejo dokaza, zapise:

Dokaz. Stevilo n® — n je zmnozek treh zaporednih naravnih 3tevil.
O

To Se vedno ni dokaz, ampak samo namig. Starejsi Studenti matematike pa bi iz
namiga morali znati sestaviti naslednji dokaz:

Dokaz. Kerjen® —n = (n—1)-n-(n +1),je n® — n zmnoZek treh
zaporednih naravnih Stevil, od katerih je eno deljivo s 3, torej je tudi
n3 — n deljivo s 3. O

(Mimogrede, s gkatlico O ozna¢imo konec dokaza.) Ceprav bi bila ve¢ina mate-
matikov s tem dokazom zadovoljna, bi morali za popoln dokaz preveriti Se nekaj
podrobnosti:

1. Aliresvelan®—n=m-1)-n-(n+1)?

2. Alijeres, dajeizmed treh zaporednih naravnih Stevil eno vedno deljivo s 3?

3. Ali je res, da je zmnozZek treh Stevil deljiv s 3, ¢e je eno od Stevil deljivo s 3?
S srednjeSolskim znanjem algebre ugotovimo, da je odgovor na prvo vprasanje
pritrdilen. Tudi odgovora na drugo in tretje vprasanje sta ocitno pritrdilna, mar
ne? To pa ne pomeni, da ju ni treba dokazati. Nasprotno, zgodovina matematike
nas uci, da moramo prav »ocitne« izjave Se posebej skrbno preveriti.

Vaja 4.3. Kaksno je tvoje mnenje o resni¢nosti naslednjih izjav? Vprasaj starejse
kolege, asistente in ucitelje, kaj menijo oni. Ali znajo svoje mnenje utemeljiti z
dokazi?
1. Sodih stevil je manj kot naravnih $tevil.
2. Kroglo je mogoce razdeliti na pet delov tako, da lahko iz njih sestavimo dve
krogli, ki sta enako veliki kot prvotna krogla.
3. Sklenjena krivulja v ravnini, ki ne seka same sebe, razdeli ravnino na dve
obmodji, eno omejeno in eno neomejeno.
4. S krivuljo ne moremo prekriti notranjosti kvadrata.
5. Ce ravnino razdelimo na tri obmod&ja, potem zagotovo obstaja tocka, ki je
dvomeja in ni tromeja med obmodji.

Vrnimo s k izreku 4.1. Ce dokaz zapiSemo preveé podrobno, postane dolgocasen
in nerazumljiv:
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Dokaz. Naj bo n poljubno naravno Stevilo. Tedaj velja

nw-n=n-n*-n-1

=n-n*-1)
=n-(n+1)-(n-1))
=n-(n-1)-(n+1))
=m-n-1)-(n+1)
=m-1)-n-(n+1).

Vidimo, da je 1 — n zmnoZek treh zaporednih naravnih 3tevil. Doka-
7imo, da je eno od njih deljivo s 3. Stevilo 1 lahko enoli¢no zapigemo
kot n = 3k + r, Kjer je k naravno Steviloinr =0, r = 1 alir = 2.
Obravavajmo tri primere:

Cejer =0,je n = 3k, zato je n deljiv s 3,
Gejer=14jen—-1=@Bk+1)—1=3k+(1—-1) =3k +0 =3k,
zatojen — 1 deljivs 3,

Gejer =2jen+1=0Bk+2)+1=38k+(Q2+1) =3k+3=
3k +3-1=3(k +1), zatoje n + 1 deljiv s 3.

Vemo torej, dajen —1, n alin +1 deljiv s 3. Obravnavamo tri primere:

Ceje n —1 deljiv s 3, tedaj obstaja naravno 3tevilo k, dajen —1 =
3k. Vtem primeruje (n—1)n(n+1) = 3k)n(n+1) = 3(kn(n+1)),
zatoje (n — 1)n(n + 1) deljivo s 3.

Ce je n deljiv s 3, tedaj obstaja naravno tevilo k, da je n = 3k.
V tem primeru je (n — 1)n(n +1) = (n — 1)Bk)n(n + 1) =
Bk)(n —1)(n +1) =3(k(n — 1)(n + 1)), zato je (n — V)n(n + 1)
deljivo s 3.

Ceje n +1 deljiv s 3, tedaj obstaja naravno $tevilo k, dajen +1 =
3k. V tem primeruje (n — )n(n +1) = (n — 1)n(3k) = (n —
1)(B3k)n = (3k)(n — 1)n = 3(k(n — 1)n), zato je (n — V)n(n + 1)
deljivo s 3.

V vsakem primeru je (n — 1)n(n + 1) deljivo s 3. Ker smo dokazali, da

je n?

=n=(n-1)n(n +1),je tudi n® — n deljivo s 3. O

Vaja 4.4. S kolegi se igraj naslednjo igro.! Prvi igralec v zgornjem dokazu poisce
korak, ki ga je treba Se dodatno utemeljiti. Drugi igralec ga utemelji. Nato prvi
igralec pois¢e nov korak, ki ga je treba e dodatno utemeljiti in igra se ponovi.
Zgubi tisti, ki se prvi navelica igrati. Ali lahko igra traja neskon¢no dolgo?

Matemati¢ni dokaz ima dvojno vlogo. Po eni strani je utemeljitev matemati¢ne
izjave, zato mora biti ¢im bolj podroben. V idealnem primeru bi bil dokaz zapisan
tako, da bi lahko njegovo pravilnost preverili mehansko, z ra¢unalnikom. Po
drugi strani je dokaz sredstvo za komunikacijo idej med matematiki, zato mora
vsebovati ravno pravo mero podrobnosti. Mera pa je odvisna od tega, komu je
dokaz namenjen. Te socialne komponente se Studenti ucijo skozi prakso v toku

Hgranje odsvetujemo zunaj prostorov Fakultete za matematiko in fiziko.
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Studija. Dokazu kot povsem matemati¢nemu pojmu pa se bomo posvetili prav
pri predmetu Logika in mnoZice. Pojasnili bomo, kaj je dokaz kot matemati¢ni
konstrukt in kako ga zapiSemo tako podrobno, da je res mehansko preverljiv.
Naucili se bomo tudi nekaj preprostih tehnik iskanja dokazov, ki pa Se zdalec¢
ne bodo zadostovale za reSevanje zares zanimivih matemati¢nih problemov, ki
zahtevajo poglobljeno znanje, vztrajnost, kancek talenta in nekaj srece.

4.2 Simbolni zapis matematicnih izjav

Matemati¢na izjava je smiselno besedilo, ki izraza kako lastnost ali razmerje
med matemati¢nimi objekti (Stevili, liki, funkcijami, mnoZzicami itn.). Primeri
matematicnih izjav:

e 24+2=05
Tocke P, Q in R so kolinearne.
Enacba x2 + 1 = 0 nima realnih re&itev.
e g>05,
OV Y= (<6 = Y).
Vidimo, dajelahkoizjava resni¢na, neresnicna, ali paje resni¢nost izjave odvisna od
vrednosti spremenljivk, ki nastopajo v njej. Primeri besedila, ki niso matemati¢ne

izjave:

Alije2+2=5?

Zavsak x > 5.

Studenti bi morali znati regevati diferencialne enacbe.

Od nekdaj lepe so Ljubljanke slovele, al lepse od Urske bilo ni nobene.
OVIY = .

Matemati¢ne izjave obicajno piSemo kombinirano v naravnem jeziku in z mate-
mati¢ni simboli, saj so tako najlazje razumljive ljudem. Za potrebe matemati¢ne
logike pa izjave piSemo samo z matemati¢nimi simboli. Tako zapisani izjavi pra-
vimo logi¢na formula. V ta namen moramo nadomestiti osnovne gradnike izjav,
kot so »in«, »ali« in »za vsake, z logi¢nimi operacijami. Le-te delimo na tri sklope.
V prvi sklop sodita logi¢ni konstanti:

e resnica T,

® neresnica L.
V racunalni$tvu resnico T pogosto oznacimo z 1 ali True in neresnico L z 0 ali
False. Naslednji sklop so logi¢ni vezniki, s katerimi sestavljamo nove izjave iz
Ze danih:

* konjunkcija ¢ A 1, beremo »¢ in P,

¢ disjunkcija ¢ V 1, beremo »¢ ali 1,

* implikacija ¢ = 1), beremo »¢e ¢ potem <,

* ekvivalenca ¢ & 1), beremo »¢ e, in samo ce, P« ali pa »¢ natanko tedaj,

kadar 1<,

* negacija ~¢, beremo »ne ¢«,
V tretji sklop sodita logi¢na kvantifikatorja:

* univerzalni kvantifikator Vx € S. ¢, beremo »za vse x iz S velja ¢«,

* eksisten¢ni kvantifikator Jx € S. ¢, beremo »obstaja x v S, da velja ¢«,
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Pri tem je S mnoZica, razred ali tip spremenljivke x. V praksi se uporablja vec
inacic zapisa za kvantifikatorje, kot so »Vx : S. p«, »Vx € S : p«in »(Vx € S)p«.
Sre¢amo tudi zapis »¢, Vx € S«, ki pa ga odsvetujemo.

Neomejena kvantifikatorja Vx . ¢ in Jdx . ¢ se uporabljata, kadar je vnaprej
znana mnozica S, po kateri tee spremenljivka x. V matemati¢nem besedilu je
obicajno razvidna iz spremnega besedila, véasih pa je treba upostevati ustaljene
navade: 1 je naravno ali celo $tevilo, x realno, f je funkcija ipd.

V uporabi so nekatere ustaljene okrajsave:

dx,yeS.o¢, pomeni Jx.S(3Jy.So),

VxeS,yeT.o, pomeni Vx € S.(VyeT.¢),

poyvepeo pomeni (¢ & P)A (Y & p)A(p & o),

f(x) = g(x) = hix) = i(x) pomeni f(x) = g(x) A g(x) = h(x) A h(x) = i(x),
a<b<c<d pomeni a<bAb<cAc<d.

Nekatere okrajsave odsvetujemo. V nizu neenakosti naj gredo vse primerjave v
isto smer. Torej ne pisemo a < b < ¢ > d, ker se zlahka zmotimo in mislimo, da
velja a > d. To bi morali zapisati lo¢eno kot a < b < cin ¢ > d. Prav tako ne
nizamo neenakosti, saj premnogi iz f(x) # g(x) # h(x) »sklepajo« f(x) # h(x),
Ceprav neenakost ni tranzitivna relacija. Zapis f(x) = g(x) # h(x) = i(x) je v
redu, saj ena sama neenakost ne povzrodi tezav.

Vaja 4.5. Zapisi f(x) = g(x) # h(x) = i(x) brez okrajsav.

Povejmo Se nekaj o pisanju oklepajev. Oklepaji povedo, katera operacija ima
prednost. Kadar manjkajo, moramo poznati dogovorjeno prioriteto operacij. Na
primer, ker ima mnoZenje vi$jo prioriteto kot sestevanje, je 5-3+ 8 enako (5-3) +8
inne 5- (3 +8). Tudi logi¢ne operacije imajo svoje prioritete, ki pa niso tako
splosno znane kot prioritete aritmeti¢nih operacij. Zato bodite pazljivi, ko berete
tuje besedilo.

Mi bomo privzeli naslednje prioritete logi¢nih operacij:

* negacija - ima prednost pred

* konjunkcijo A, ki ima prednost pred

¢ disjunkcijo V, ki ima prednost pred

* implikacijo =, ki ima prednost pred

* kvantifikatorjema V in 3.

Na primer:

* ¢ V¢ jeisto kot (—¢p) V ¢,

o i = ¢ jeisto kot (~(-)) = @,

e dViPApjeistokot P V(P A p),

* GAYD GV Pjeistokot (P AY) = (o V),

e VxeS.p=vjeistokotVx € S.(p = v),

e dxeS.pAYjeistokotIx € S.(Pp A ).

V aritmetiki poznamo poleg prioritete operacij tudi levo in desno asociranost.
Denimo, sestevanje je levo asocirano, ker beremo 5+ 3 +7 kot (5+3) +7, saj najprej
izra¢unamo 5 + 3 in nato 8 + 7. Pri seStevanju to sicer ni pomembno in bi lahko

2V poglavju ?? bomo spoznali razliko med mnoZicami in razredi, zaenkrat si S predstavljamo
kot mnozico.
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seStevali tudi 3 + 7 in nato 5 + 10. Drugace je z odstevanjem, kjer 5 — 3 — 7 pomeni
(6-3)—7inne5— (3 —7). Tudi za logi¢ne operacije velja dogovor o njihovi
asociranosti. Konjunkcija in disjunkcija sta levo asocirani:

OAYAp  pomeni (PAYP)Ap,

¢VYVp pomeni (¢ V)Vop.
Za disjunkcijo in konjunkcijo sicer ni pomembno, kako postavimo oklepaje, ker

sta obe moZnosti med seboj ekvivalentni, vendar je prav, da natan¢no dolo¢imo,
katera od njiju je misljena. V logiki je implikacija desno asocirana:

¢=>19Y=p pomeni ¢=(P=p).

Tu ni vseeno, kako postavimo oklepaje, saj ¢ = (Y = p)in(¢p = ¢) = p
v splosnem nista ekvivalentna. Vendar pozor! Ko matematiki, ki niso logiki, v
matemati¢nem besedilu zapisejo

¢P=v¢=p,
s tem skoraj vedno mislijo
(=)A= p)

Zakaj? Zato ker je to prirocen zapis, ki nakazuje zaporedje sklepov »iz ¢ sledi
Y in nato iz 1 sledi p«, Se posebej, Ce je zapisan v ve¢ vrsticah. Recimo, za
nenegativni Stevili x in y bi takole zapisali utemeljitev neenakosti med aritmeti¢no
in geometrijsko sredino:

(x-yP=20=

X -2xy+y*> 0= (razstavimo)
X% +2xy + Y2 > dxy = (pristejemo 4xv)
(x +y)* > dxy = (faktoriziramo)
x +y)?
—( Y) > xy = (delimo s 4)
x+y .
> > /xy. (korenimo)

Matematiki radi celo spustijo znak = in preprosto vsak naslednji sklep napisejo
v svojo vrstico. Ker torej velja tak ustaljen nacin pisanja zaporedja sklepov, je
varneje pisati ¢ = (¢ = p) brez oklepajev, da ne povzroéamo zmede.

4.3 Kako beremo in piSemo simbolni zapis
Izjave, zapisane v simbolni obliki, ni tezko prebrati. Na primer,

Vx,yeR.X*=4Ay’=d4=>x=y,
preberemo:
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»Za vse realne x in y, &e je x> enako 4 in y? enako 4, potem je x enako

y_«

Vec izkuSen;j pa je potrebnih, da razumemo matemati¢ni pomen take izjave, v tem
primeru:

»Enacba x? = 4 ima najve¢ eno realno resitev.«

Zacetnik potrebuje nekaj vaje, da se navadi brati simbolni zapis. Tudi prevod v
obratno smer, iz besedila v simbolno obliko, ni enostaven, zato povejmo, kako se
prevede nekatere standardne fraze.

»@ je zadosten pogoj za Y.«

To pomeni, da zado$¢a dokazati ¢ zato, da dokaZemo 1, ali v simbolni obliki
¢=1.

»(@ je potreben pogoj za 1.«

To pomeni, da 1 ne more veljati, ne da bi veljal ¢. Z drugimi besedami, e velja
1, potem velja tudi ¢, kar se v simbolni obliki zapise

V= 0.

»@ je zadosten in potreben pogoj za .«

To je kombinacija prej$njih dveh primerov, ki trdi, da iz ¢ sledi ¢ in iz ¢ sledi ¢,
kar pa je ekvivalenca:

¢S Y.

Vaja 4.6. Je »n je sod in n > 2« potreben ali zadosten pogoj za »n ni prastevilo«?

»Naslednje izjave so ekvivalentne: ¢, ¢, p in 0.«

To pomeni, da sta vsaki dve izmed danih izjav ekvivalentni, se pravi

GO PAGSPAPS NP S P AW S )A(p S a).

Ker je ekvivalenca tranzitivna relacija, ni treba obravnavati vseh kombinacij, za-
dostujejo Ze tri, ki dane izjave »poveZejo« med seboj:

(@ = P)AW < p)Alp e o)

To piSemo krajse kar kot
Yo pso,

¢eprav je formalno gledano tako zapis nepravilen. V razdelku 4.6.5 bomo spoznali,
kako se tako zaporedje ekvivalenc dokaZe s ciklom implikacij ¢ = ) = p =
o= ¢.

Vaja 4.7. Podaj konkretne primere izjav ¢, 1 in p, iz katerih je razvidno, da izjava
(¢ © Y) A (Y © p) niekvivalentna niti (¢ & ) © pnitip & (Y & p).
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»Za vsak x iz S, za katerega velja ¢, velja tudi 1.«

To lahko preberemo tudi kot »Za vsak x iz S, ¢e zanj velja ¢, potem velja 1,« kar
je v simbolni obliki

VxeS.p=1.

Tudi izjave oblike »vsi ¢-ji so Y-ji« so te oblike, denimo »vsa od dva ve¢ja prastevila
so liha« zapisemo

Vn € N.n > 2 A nje prastevilo = n je lih.

Vaja 4.8. V simbolni obliki zapisi »# je lih« in »n je prastevilo«. Namig: # je lih,
kadar obstaja naravno $tevilo k, za katerega velja n = 2k + 1, in 7 je prastevilo,
kadar ni zmnoZzek dveh naravnih Stevil, ki sta obe vedji od 1.

»Enacba f(x) = g(x) nima realne re$itve.«

To lahko povemo takole: nires, da obstajax € R, zakateregabiveljalo f(x) = g(x).
S simboli zapiSemo

-dx e R. f(x) = g(x).

Opozoriti velja, da iz same enac¢be ne moremo vedno sklepati, kaj je neznanka. V
enacbi ax? + bx + ¢ = 0 bi za neznanko lahko naceloma imeli katerokoli od &tirih
spremenljivk a, b, ¢ in x, ali pa kar vse. Ve¢ina matematikov bi sicer uganila, da je
najverjetneje neznanka x, vendar se v splosnem ne moremo zanasati na obicaje in
uganjevanje, ampak moramo to¢no povedati, kateri simboli so neznanke in kateri
parametri.

Vaja 4.9. Zapisi v simbolni obliki: »Sistem enacb

ax +biy =cq,

ax + by = ¢
nima pozitivnih realnih reSitev x, .«

Vaja 4.10. Zapisi v simbolni obliki:
1. »Enacba f(x) = g(x) ima najveé eno realno resitev.«
2. »Enacba f(x) = g(x) ima ve¢ kot eno realno resitev.«
3. »Enacba f(x) = g(x) ima natanko dve realni re$itvi.«

»Brez izgube za sploSnost.«

V matemati¢nih besedilih najdemo frazo »brez izgube za splosnost« kot v nasle-
dnjem primeru.

Izrek 4.11. Za vsa cela stevila a, b in c je |a — b| + |b — c| + |¢ — a| sodo Stevilo.

Dokaz. Brez izgube za splo$nost smemo predpostaviti a > b > c. Tedaj velja
la—bl+|b—c|+|c—al|=(@-b)+(b—-c)—(c—a)=2(a-c),

kar je sodo stevilo. O
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Fraza »brez izgube za sploSnost« nakazuje, da dokaz obravnava le eno od
ve¢ih moZznosti. Naceloma bi morali obravnavati tudi ostale moznosti, ki pa jih je
pisec dokaza opustil, ker so bodisi zelo lahke bodisi zelo podobne tisti, ki jo dokaz
obravnava. Za zacetnika je najteZje dognati, katere so preostale moznosti in zakaj
se je pisec dokaza pravzaprav odlocil zanje. Avtor zgornjega dokaza je verjetno
opazil, da $tevila a, b in ¢ v izrazu |a — b| + |b — c| + |c — a| nastopajo simetricno:
Ce jih premeSamo, se izraz ne spremeni. Denimo, ko zamenjamo 4 in b, dobimo
|b—al| +|a—c| +|c —b|, kar je enako prvotnemu izrazu |a — b| + |b — c| + |c —a].
Torej lahko izmed Sestih moZnosti

a>b>c, a>c>Db, b>a>c,
b>c>a, c>a>b

7 el =

obravnavamo le eno. Seveda pisanje dokazov, pri katerih vedji del dokaza opu-
stimo, zahteva pazljivost in nekaj izkusen;.

Vaja 4.12. Dokazi izrek 4.11 tako, da obravnava$ samo moznost b > ¢ > a in
zraven dopise$ »brez izgube za splosnost«.

4.4 Definicije

Poznamo tri vrste definicij. Prva in najpreprostejsa je definicija, ki sluzi kot
okrajsava za daljsi izraz. To smemo vedno nadomestiti s prvotnim izrazom.
Na primer, funkcija »hiperboli¢ni tangens« tanh(x) je definirana kot

e -1

e +1

Lahko bi shajali tudi brez zapisa tanh(x), vendar bi morali potem povsod pisati

tanh(x) =

daljsi izraz Zii—j, kar bi bilo nepregledno. 5

Druga vrsta definicije je vpeljava novega matemati¢nega pojma. Studenti
prvega letnika matematike spoznajo celo vrsto novih pojmov (grupa, vektorski
prostor, limita, stekalis¢e, metrika itn.), s katerimi si razsirijo sposobnost ma-
temati¢nega razmisljanja. Matematiki cenijo dobre definicije in vpeljavo novih
matemati¢nih pojmov vsaj toliko, kot dokaze tezkih izrekov.

Tretja vrsta definicije je konstrukcija matemati¢nega objekta s pomocjo dokaza
o enolicnem obstoju. O tem bomo povedali ve¢ v razdelku 4.7 4.

4.5 Pravila sklepanja in dokazi

Povedali smo Ze, da je dokaz utemeljitev neke matemati¢ne izjave. V razdelku 4.1
smo govorili o tem, da so dokazi me$anica besedila in simbolov, ki jih matematiki
uporabljajo tako za utemeljitev matemati¢nih izjav, kakor tudi za razlago in po-
dajanje matemati¢nih idej. V tem razdelku se posvetimo formalnim dokazom, ki
so logi¢ne konstrukcije namenjene mehanskemu preverjanju pravilnosti izjav.

Za vsako logi¢no operacijo bomo podali formalna pravila sklepanja, ki jih
smemo uporabljati v formalnem dokazu. Pravilo sklepanja shematsko zapisemo

o ¢ p

o
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in ga preberemo: »Ce smo dokazali ¢, ¢ in p, smemo sklepati 0.« Izjavam nad
¢rto pravimo hipoteze, izjavi pod ¢rto pa sklep. Hipotez je lahko nic¢ ali ve¢, sklep
mora biti natanko en. Pravilo sklepanja brez hipotez se imenuje aksiom.

Da bomo lahko pojasnili, kaj je dokaz, podajmo pravila sklepanja za T in A,
ki jih bomo v naslednjem razdelku $e enkrat bolj pozorno obravnavali:

B o ¥ oAy oY
T oY ¢ Y

Po vrsti beremo:

e VeljaT.

¢ Ce velja ¢ in 1, smemo sklepati ¢ A 1.

¢ Ce velja ¢ A 1, smemo sklepati ¢.

o Ce velja ¢ A 1, smemo sklepati ¢.
Formalni dokaz ima drevesno obliko in prikazuje, kako iz danih hipotez doka-
Zzemo neko sodbo. Pri dnu je zapisana izjava, ki jo dokazujemo, nad njo pa dokaz.
Vsako vejisce je eno od pravil sklepanja. Vsaka veja se mora zakljuciti z aksiomom
ali s hipotezo. Oglejmo si dokaz izjave (a A a) A (T A B) iz hipoteze A a:

BAa BAa BAa

o a T B

aNa TAB
(ana) AN(TAPB)

Dokaz se razveji na dve veji, vsaka od njiju pa e na dve veji. Tako pri vrhu dobimo
stiri liste, od katerih se trije izjava B A a in en aksiom za T.

Vaja 4.13. Preveri, da je vsako vejis¢e v zgornjem dokazu res uporaba enega od
zgoraj podanih pravil sklepanja.

V praksi matemati¢no besedilo bolj ali manj odraza strukturo formalnega
dokaza, le da se besedilo ne veji, ampak so sestavni kosi dokaza zloZeni v za-
poredje. Formalni dokazi so uporabni, kadar Zelimo preveriti veljavnost najbolj
osnovnih logi¢nih dejstev. Ni misljeno, da bi matematiki pisali ali preverjali velike
formalne dokaze pomembnih matematic¢nih izrekov, to je delo za racualnike. For-
malna pravila sklepanja in formalni dokazi so za matematike pomembni, ker nam
omogocajo, da natan¢no in v celoti povemo, kaksna so »pravila igre« v matematiki.

4.6 Izjavniracun

Izjavni racun je tisti del logike, ki govori o logi¢nih konstantah L, T in o logi¢nih
operacijah A, V, =, &, =. Za vsako od njih podamo formalna pravila sklepanja,
ki so dveh vrst. Pravila vpeljave povedo, kako se izjave dokaZe, pravila uporabe
pa povedo, kako se Ze dokazane izjave uporabi.
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4.6.1 Konjunkcija

Konjunkcija ima eno pravilo vpeljave in dve pravili uporabe:

¢ ¥ pAY PAY
¢ AY ¢ 4

Pravilo vpeljave pove, da konjunkcijo ¢ A1 dokazZemo tako, da dokaZemo posebej
¢ in posebej Y. Pravili uporabe pa povesta, dalahko ¢ Al »razstavimo«naizjavi ¢
iny.

V matemati¢nem besedilu je dokaz konjunkcije ¢ A ¢ zapisan kot zaporedje
dveh pod-dokazov:

Dokazujemo ¢ A :

1. (Dokaz ¢)
2. (Dokaz 1)

Dokazali smo ¢ A .

Manj podroben dokaz ne vsebuje zacetnega in koncnega stavka, ampak samo
dokaza za ¢ in Y. Bralec mora sam ugotoviti, da je s tem dokazana izjava ¢ A 1.
4.6.2 Implikacija

Preden zapiSemo pravila sklepanja za implikacijo, si oglejmo primer neformal-
nega dokaza.

Izrek 4.14. Ceje x > 2, potem je x° + x + 7 > 16.

Dokaz. Predpostavimo, da velja x > 2. Tedaj je x> > 2% = 8, zato velja
C+x+7>8+2+7=17>16.

Dokazalismox >2 = x3+x +7 > 16. O

Prvi stavek dokaza z besedico »predpostavimo« uvede zacasno hipotezo x > 2,
iz katere nato izpeljemo posledico x> + x + 7 > 16. Implikacijo ¢ = ¥ torej
dokaZzemo tako, da za¢asno predpostavimo ¢ in dokaZemo 1. Tako pravilo
vpeljave zapiSemo

(]

v
¢=1v

Zapis [¢] z oglatimi oklepaji pomeni, da ¢ ni prava, ampak samo za¢asna hipo-
teza. Zapis

(]

L4
pomeni »dokaz izjave ¢ s pomodjo zacasne hipoteze ¢.«
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Pravilo uporabe za implikacijo se imenuje modus ponens in se glasi

p=v ¢
4

V matemati¢nem besedilu se modus ponens pojavi kot uporaba Ze prej dokaza-
nega izreka izreka oblike ¢ = 1.

4.6.3 Disjunkcija

Disjunkcija ima dve pravili vpeljave in eno pravilo uporabe:

¢ ¢ ovy  p P
oVYy pVvVy p

Pravili sklepanja povesta, dalahko dokazemo disjunkcijo ¢ V1) tako, da dokazemo
enega od disjunktov.

Pojasnimo Se pravilo uporabe. Denimo, da bi radi dokazali p, pri ¢emer Ze
vemo, da velja ¢ V 1. Pravilo uporabe pravi, da je treba obravnavati dva primera:
iz zaCasne hipoteze ¢ je treba dokazati p in iz zacasne hipoteze 1 je treba dokazati

P

Ponazorimo pravilo uporabe v dokazu izjave (a V y) A (B V ) iz hipoteze
(a A B) V y. Dokazno drevo je precej veliko, v njem pa se dvakrat pojavi uporaba
disjunkcije:

[a A B] [a A B]
a (7] B (7]
(anp)Vy aVy avVy (anp)Vvy BVvy BVy
aVy pVy

(@aVvy)ABVYy)

Poglejmo na primer levo vejo tega dokaza, desna je podobna:

[a A B]
o []
(anB)Vy avy avy
aVvy

Res je to uporaba disjunkcije ¢ V 1, kjer smo vzeli ¢ = a A fin ) = y, dokazali
pasmoizjavop = a V .

Vaja 4.15. 1z hipoteze (@ V y) A (B V ) dokazi (@ A B) V y.
V besedilu dokaZemo disjunkcijo s pravilom za vpeljavo takole:

Dokazujemo ¢ V . Zadostuje dokazati p:
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(Dokaz ¢.)
Dokazali smo ¢ V 1.

Pravilo uporabe disjunkcije se v besedilu zapise kot obravnava primerov:

Dokazujemo p. To bomo dokazali z obravnavo primerov ¢ in :

1. (Dokaz ¢ V p)
2. Predpostavimo, da velja ¢. (Dokaz p)
3. Predpostavimo, da velja {. (Dokaz p)

Dokazali smo p.
Se primer konkretnega dokaza, ki je tako napisan.
Izrek 4.16. Naj bo x realno $tevilo. Ce je |x — 3| > 5, potem je x* > 15.

Dokaz. Dokazujemo |x — 3| > 5 = x* > 15. Predostavimo |x — 3| > 5 in
dokazimo x* > 15. To bomo dokazali z obravavo primerov x < 3in x > 3:
1. x <3V x > 3 velja, ker so realna Stevila linearno urejena z relacijo <.
2. Predpostavimo x < 3. Tedajje x — 3 < 01in zato |[x — 3| = 3 — x, od koder
sledi 3 — x = |x — 3| > 5, oziroma x < —2. Tako dobimo

x* > (-2)* =16 > 15.

3. Predpostavimo x > 3. Tedajje x — 3 > 0 in zato|x — 3| = x — 3, od koder
sledi x —3 = |x — 3| > 5, oziroma x > 8. Tako dobimo

x* > 8% = 4096 > 15.

Iz predpostavke |x — 3| > 5 smo izpeljali x* > 15. S tem smo dokazali |x — 3| >
5= x*>15. O

Tezji del tega dokaza se skriva v izbiri disjunkcije. Kako je pisec uganil, da je
treba obravnavati primera x < 3in x > 3? Zakaj ni raje obravnaval x < 3inx > 3,
alimorda x < 17 in x > 17? Odgovor se skriva v definiciji absolutne vrednosti:

lal a cCejea=0,
al =
—a cejea < 0.

Ker v izreku nastopa izraz |x — 3|, bo obravnava primerovx =3 > 0inx -3 <0
omogodila, da |x — 3| poenostavimo enkrat v x — 3 in drugi¢ v 3 — x. Seveda pa je
x —3 > 0 ekvivalentno x > 3 in x — 3 < 0 ekvivalentno x < 3.

Vaja 4.17. Ali bi lahko izrek 4.16 dokazali tudi z obravnavo primerov x < 3 in
x = 3?
4.6.4 Resnicain neresnica

Logic¢na konstanta T oznacuje resnico. Kar je res, je res, in tega ni treba posebej
dokazovati. To dejstvo izraza aksiom

-
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Logi¢na konstanta T nima pravila uporabe, ker iz T ne moremo sklepati nic
koristnega.

Logi¢na konstanta L oznacuje neresnico. Ker se tega, kar ni res, ne more
dokazati, 1 nima pravila vpeljave. Pravilo uporabe je

L

¢

se imenuje ex falso (sequitur) quodlibet, kar pomeni »iz neresnice sledi karkoli«.
V matemati¢nem besedilu se T in L ne pojavljata pogosto, ker matematiki
izraze, v katerih se T in L pojavita, vedno poenostavijo s pomocjo ekvivalenc:

TAP & TVY &P 1Ap e L LV e

(T=09¢)e ¢ (L=>2¢p) T Pp=>T)eT

4.6.5 Ekvivalenca

Logicna ekvivalenca ¢ & 1 je okrajSava za

(=)A= )

Ker je to konjunkcija (dveh implikacij), so pravila za vpeljavo in uporabo ekviva-
lence samo poseben primer pravil sklepanja za konjunkcijo:

p=¢ v=09 Py e

¢y ¢=9 y=0¢

V matemati¢nem besedilu ekvivalenco dokaZzemo takole:

Dokazujemo ¢ < 1:
1. (Dokaz ¢ = 1)
2. (Dokaz { = )

Dokazali smo ¢ < 1.

Ce sta izjavi ¢ in 1 logi¢no ekvivalentni, lahko eno zamenjamo z drugo. To
matematiki s pridom uporabljajo pri dokazovanju izjav, ¢eprav pogosto sploh ne
omenijo, katero ekvivalenco so uporabili.

Kadar dokazujemo medsebojno ekvivalenco vecih izjav ¢1, ¢2, ..., ¢n, zado-
stuje dokazati cikel implikacij

Q1= P = > Pu1 = Py = P1.

(Ne spreglejte zadnje implikacije ¢, = ¢1, ki zakljudi cikel). V besedilu to
dokazemo:

Dokazujemo, da so izjave ¢1, P2, . . ., Py ekvivalentne:

1. (Dokaz ¢1 = ¢2)
2. (Dokaz ¢ = ¢3)
3. ...

[verzija 2025-10-14]



4.6 Izjavni rac¢un 71

4. (Dokaz ¢p—1 = ¢y)
5. (Dokaz ¢y, = 1)

Seveda smemo pred samim dokazovanjem izjave ¢y, ..., ¢, preurediti tako, da
je zahtevane implikacije kar najlazje dokazati. Dokaz lahko tudi razdelimo na dva
locena cikla implikacij
Pr1= = o = P
in
Pk+1 = - = On = Pk

in nato dokazemo $e eno ekvivalenco ¢; < ¢, pri cemer je ¢; iz prvega in ¢; iz
drugega cikla.

4.6.6 Negacija

Negacija —¢ je definirana kot okraj$ava za ¢ = L. Iz pravil sklepanja za = in L
tako izpeljemo pravili sklepanja za negacijo:

(]
- 0 ¢
~¢ Y

V besedilu dokazujemo —¢ takole:

Dokazujemo —¢.

Predpostavimo ¢.
(Dokaz 1.)

Dokazali smo —¢.
Tu »Dokaz L« pomeni, da iz danih predpostavk izpeljemo protislovje. Mnogi
matematiki menijo, da se takemu dokazu rece »dokaz s protislovjem«, vendar to
ni res. To je samo navaden dokaz negacije. Dokazovanje s protisloviem bomo
obravnavali v razdelku 4.6.7.

Pravilo uporabe za =¢ v besedilu ni eksplicitno vidno, ampak ga matematiki

uporabijo, ko sredi dokaza, da velja ¢, izpeljejo protislovje:

Dokazujemo .

(Dokaz ¢.)
(Dokaz —¢.)

To je nesmisel, in ker iz nesmisla sledi karkoli, sledi 1).

4.6.7 Aksiom o izkljucenem tretjem

Aksiom o izklju¢enem tretjem se glasi

¢V
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Povedano z besedami, vsaka izjava je bodisi resni¢na bodisi neresnicna. Torej
ni »tretje moZnosti« za resni¢nostno vrednost izjave ¢, od koder izhaja tudi ime
aksioma.

Aksiom o izklju¢enem tretjem omogoca posredne dokaze izjav, od katerih je
najbolj znano dokazovanje s protislovjem: pritem ne utemeljimo izjave ¢, ampak
utemeljimo, zakaj —¢ ne velja. Natan¢neje povedano, izjavo ¢ zamenjamo z njej
ekvivalentno izjavo =—¢ in dokazemo ——¢. Dokaz ekvivalence ¢ < ——¢ sestoji
iz dokazov dveh implikacij:

[-—¢]  [-9]
1
pvV-p  [§] ¢
¢
=

rEy——

V dokazu =—¢ = ¢ smo uporabili aksiom o izklju¢enem tretjem. V matematic-
nem besedilu se dokaz s protislovjem glasi:

DokaZimo ¢ s protislovjem.
Predpostavimo, da bi veljalo =¢.

(Dokaz neresnice L.)

Ker torej —¢p pripelje do protislovja, velja ¢.

Praviloma izvemo o vsebini matemati¢ne izjave ¢ ve¢, ¢e jo dokaZemo neposre-
dno. Dokazovanja s protislovjem zato ni smiselno uporabljati vsepovprek, ampak
le takrat, ko je zares potreben ali ko nam zelo olajsa dokazovanje.

Ostali nacini za sestavljanje posrednih dokazov slonijo na ekvivalencah

(OVY) & =(=pA=y),  (pVY) & (=p=7), (9=¢) e (~¢ = ~9),
(VxeS.¢) e -IxeS.~0, (IxeS.¢p) o VxeS.~o.

V vseh petih primerih implikacija = iz leve na desno velja brez uporabe aksioma
o izkljuenem tretjem. Za dokaz implikacij <= iz desne na levo pa potrebujemo
aksiom o izklju¢enem tretjem.

Vaja 4.18. Sestavi formalne dokaze za zgornjih pet ekvivalenc. Pri dokazovanju
ekvivalenc za V in 3 si pomagaj s pravili sklepanja iz razdelkov 4.7.3 in 4.7 4.

Povejmo, kako zgornje ekvivalence uporabimo v besedilu za posredni dokaz
izjave:
e (¢ V) & (= A —1p) uporabimo takole:
Dokazujemo ¢ V .
Predpostavimo, da velja —¢ in —ip.
(Dokaz neresnice L.)
Ker torej nista ¢ in 1 oba neresnicna, je eden od njiju resnicen. Dokazali

smo ¢ V1.
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(¢ V) & (~¢p = ) uporabimo takole:

Dokazujemo ¢ V .
Predpostavimo —¢.
(Dokaz 1.)

Ce torej ne velja =, velja 1. Torej velja vsaj eden, zato smo dokazali
PVY.
(¢ = ) & (- = —¢) uporabimo takole:

Dokazujemo ¢p = 1).
1. Predpostavimo —1).
2. (Dokaz —1.)
Dokazali smo, da iz ¢ sledi 1.

(Vx € S.¢) & —~3x € S. ~¢ uporabimo takole:

Dokazujemo, da za vsak x € S velja ¢p.

1. Predpostavimo, da obstaja x € S, za katerega ¢ ne velja.

2. (Dokaz neresnice 1.)
Predpostavka, da obstaja x € S, za katerega ¢ ne velja, pripelje do
protislovja. Torej za vsak x € S velja ¢.

(Ix € S.¢) © =Vx € S. ~¢ uporabimo takole:

Dokazujemo, da obstaja tak x € S, za katerega velja ¢p.

1. Predpostavimo, da bi veljalo —¢ za vse x € S.

2. (Dokaz neresnice 1.)
Predpostavka, da velja - za vse x € S, pripelje do protislovja. Torej
obstaja x € S, za katerega velja ¢p.

Negacijo poljubne izjave ¢ tvorimo preprosto tako, da pred njo postavimo —.
Vendar nam to ne pove dosti o matemati¢ni vsebini negirane izjave. V vecini pri-
merov je negacijo lazje razumeti, ¢e simbol -~ »porinemo« navznoter do osnovnih
izjav z uporabo naslednjih ekvivalenc:

“(PAYP) &= =V -y
(o VY) &= —~pA-Y
(p=9) &= oAy
~(-¢) &= ¢
-(Vx€S.¢) & TxeS5.-¢
-2(Ix€S.¢) & VxeS5.-¢

Zgled 4.19. Denimo, da bi radi ovrgli izjavo
»Vsako zaporedje pozitivnih realnih Stevil ima limito 0.«

Da izjavo ovrzemo, moramo dokazati njeno negacijo. Naceloma lahko negacijo
tvorimo tako, da pred izjavo napiSemo »ni res, da velja ... «, a nam to ne pove,
kako bi negacijo dokazali. Zapi$imo prvotno izjavo v delni simbolni obliki:

Va € RN . (a,), pozitivno zaporedje = 0 je limita zaporedja (a, ). (4.1)
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Zgornja pravila za ra¢unanje negacije nam povedo, da se =V spremeni v 3-in da
se nato implikacija oblike ¢p = 1) spremeni v ¢ A =1p. Tako izrazimo negacijo
izjave (4.1):

Ja € RN . (a,),, pozitivno zaporedije A —(0 je limita zaporedja (a,),)-
To preberemo z besedami:

»Obstaja tako zaporedje (a,,),, da je (a,), zaporedje pozitivnih Stevil
in da 0 ni limita zaporedja (a, ).«

Ce se e malo potrudimo, preberemo bolj razumljivo:

»Obstaja tako zaporedje pozitivnih realnih Stevil, da 0 ni njegova
limita.«

S tem 8e nismo konéali, saj je tudi »Stevilo 0 ni limita zaporedja (a, ), « negacija.
Izjavo »0 je limita zaporedja (4, ), « najprej zapisemo simbolno:

Ve >0.3dm.NVn > m.|a, — 0| <e. 4.2)

Z zgornjimi pravili za negiranje izra¢unamo negacijo izjave (4.2). Operacijo —
postopoma »porivamo« navznoter:

-VYe >0.dm € N.Vn
de>0.-Im .NVn>m.|la, -0| <e€

\%

m.la, —0| <€
de>0.Vm.N=Vn>m.la,-0| <e
de>0.YVm.NIn > m.=(la, — 0| <e¢€)
de>0.Vm.Nan>m.|la, -0 > €
de>0.Ym.Ndn >m.a, > €.

11011

V zadnjem koraku smo upostevali, da za pozitivno Stevilo a, velja |a, — 0| =
|an| = a,. Tako smo dobili podrobno zapisano negacijo prvotne izjave

»Obstaja tako zaporedje pozitivnih $tevil (a,), in obstaja tak € > 0,
da za vsak m € N obstaja n > m, za katerega velja a,, > €.«

To izjavo pa znamo dokazati tako, da podamo konkreten primer zaporedja (a,),
in konkretno vrednost €, ki zado$c¢ata pogoju, denimo 2, =2+ n in€ = 1. Res, ce
je m € N poljuben, lahko vzamemo kar n = m, saj potem veljaa, = a,, =2+m >
1=e.

Pric¢ujoci primer smo zapisali zelo podrobno. IzkuSeni matematik tega seveda
ne bo pisal, saj bo izra¢unal negacijo prvotne izjave kar v glavi in takoj podal
primer zaporedja, ki dokazuje, da prvotna izjava ne velja.

4.7 Predikatni radun

Predikatni racun je tisti del logike, ki obravnava predikate ter kvantifikatorja ¥
in 4.
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Predikate tvorimo z logi¢nimi operacijami in kvantifikatorji iz osnovnih pre-
dikatov. Katere osnovne predikate imamo na voljo, je odvisno od snovi, ki jo
obravnavamo.®> Vedno imamo na voljo tudi enakost x = y, ki jo bomo obravna-
vali v razdelku 4.7.5.

V osnovnih predikatih nastopajo izrazi ali termi. Katere izraze lahko tvorimo
je spet odvisno od tega, katere konstante in operacije imamo na voljo. Na primer,
¢e obravnavamo aritmetiko celih Stevil, so na voljo operacije +, —, X, ¢e pa obrav-
navamo realna Stevila, so na voljo operacije +, —, X, /. V izrazih vedno lahko
nastopajo spremenljivke. Kadar uporabimo spremenljivko, moramo povedati
njen tip oziroma mnozico vrednosti, ki jih lahko zavzame spremenljivka. Pogo-
sto je tip spremenljivke razviden iz spremnega besedila ali iz ustaljene uporabe:
n se uporablja za naravno $tevilo, x za realno, f za funkcijo ipd.

Ponazorimo pravkar definirane pojme s primerom. Predikat

0 < f(x) A f(x) < /4 = sin(2f(x)) = 1/3

je sestavljen s pomocjo logi¢nih operacij A in = iz treh osnovnih predikatov,
zgrajenih iz osnovnih relacij < in =,

0< f(x) f(x) < m/4 sin(2f(x)) = 1/3,

v katerih nastopa pet izrazov:

0 f(x) /4 sin(2f(x)) 1/3

V teh izrazih nastopa spremenljivka x, katere tip je mnozica realnih Stevil (to
moramo uganiti) in spremenljivka f, ki oznacuje funkcijo iz realnih v realna
Stevila (tudi to moramo uganiti). Nadalje, v izrazih nastopajo konstante 0, 7, 4, 2,
1 in 3, operacija sin in operacija mnoZenja.

4.7.1 Proste in vezane spremenljivke

V predikatih in izrazih se pojavljajo spremenljivke. Pri tem moramo lo¢iti med
prostimi in vezanimi spremenljivkami. Oglejmo si naslednja izraza in predikat:

n 1
Z a;, / f(t)dt, Vx € A.p(x) .
i=0 0

V vsoti je vezana spremenljivka i, spremenljivki # in a sta prosti. To pomeni, da
je i neke vrste »lokalna spremenljivka«,* katere veljavnost je samo znotraj vsote,
medtem ko sta spremenljiki 7 in a veljavni tudi zunaj samega izraza. Podobno
je v integralu t vezana spremenljivka in f prosta, v izjavi na desni pa je vezana
spremenljivka x, spremenljivki A in ¢ sta prosti.

Vezane spremenljivke so »nevidne« zunaj izraza in jih lahko vedno preime-
nujemo, ne da bi spremenili pomen izraza (seveda se novo ime ne sme mesati z

3Na primer, &e obravnavamo ravninsko geometrijo, potem so osnovni predikati »to¢ka x lezi na
premici y«, »premici p in g se sekata« itn.

4Podobnost z lokalnimi spremenljivkami v programskih jezikih ni zgolj naklju¢je. Lokalna
spremenljivka in Stevec v zanki sta tudi primera vezanih spremenljivk v teoriji programskih jezikov.
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ostalimi spremenljivkami, ki nastopajo v izrazu): izraza /01 f(t)dt in /01 f(x)dx
Stejemo za enaka, ker se razlikujeta le v imenu vezane spremenljivke. Spremen-
ljivki, ki ni vezana, pravimo prosta. Izrazu, v katerem ni prostih spremenljivk,
pravimo zaprt izraz. Zaprta logi¢na izjava se imenuje stavek.

Pomembno se je zavedati, da vezana spremenljivka »zunaj« svojega obmodja
ne obstaja. Matematiki so glede tega precej povrsni in na primer pisejo

/xzdx =x*/3+C,

kar je strogo gledano nesmisel. Na levi strani v integralu stoji vezana spremen-
ljivka x, ki je na desni »pobegnila« iz integrala. Se ve¢, &eje x € Rin C € R, potem
je izraz x3/3 + C stevilo (odvisno od vrednosti x in C), saj je vsota dveh realnih
Stevil. Na desni strani bi morala stati oznaka za funkcijo, recimo

/xzdx =(x—x3/3+0Q),

vendar tega v praksi nihce ne piSe. Seveda pri vsem tem ostane Se vpraSanje,
kaksno vlogo ima v zgornjem izrazu C. Pri analizi se u¢imo, da je C »poljubna
konstanta«. Poskusimo to razumeti natan¢no s stalis¢a logike. Besedico »po-
ljubno« ponavadi razumemo kot »za vsak«, vendar to ne gre, saj je

VC e R. /xzdx =(x - x3/3+C)
nesemisel. Ce bi to bilo res, bi veljalo za C = 1in za C = 2, od koder bi dobili
(x = x3/3+1) = / x2dx = (x — x3/3+2).

Potemtakem bi morali biti funkciji (x > x3/3 + 1) in (x > x3/3 + 1) enaki, od
koder sledi nesmisel 1 = 2. TeZave nastopajo iz dejstva, da poskusamo nedoloceni
integral razumeti kot operacijo, ki slika funkcije v funkcije, kar ni. Nedolo¢eni
integral preslika funkcijo f v mnoZico vseh funkcij F, za katere velja F/ = f. Ce bi
to Zeleli zapisati zares pravilno, bi dobili

/xzdx:{(xHx3/3+C)|CeR}.

Ali naj torej sklepamo, da so matematiki pravzaprav zelo povrsni pri pisanju
integralov? Da, s stalis¢a formalne logike prav gotovo. Vendar to ni nujno
slabo: matematicni zapis v praksi sluZi ljudem za sporazumevanje in prav je,
da si izberejo tak zapis, s katerim najbolj u¢inkovito komunicirajo drug z drugim.
Kljub temu pa se je treba zavedati, kdaj gredo matematiki »po bliZnjici« in ne
zapiSejo ali povedo vsega dovolj natan¢no, da bi to bilo sprejemljivo za standarde,
ki jih postavlja formalna logika.
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4.7.2 Substitucija

Substitucija je osnovna sintakti¢na operacija, v kateri proste spremenljivke zame-
njamo z izrazi. Zapis
e[xi—>e1, ..., xp ey

pomeni: »v izrazu e hkrati zamenjaj proste spremenljivke x; z e1, X2 z €3, ... in Xy,
z e,.« Na primer,
(x> +y)[x—3,y—5,z12]

je enako 32 + 5. Ni¢ hudega ni, &e se v substituciji omenja spremenljivko z, ki se
v izrazu x% + ¥ ne pojavi.

Ko naredimo substitucijo, moramo paziti, da se proste spremenljivke ne »uja-
mejo«. Denimo, da Zelimo v integralu

1
x
de
0 a-—x

parameter a zamenjati z . To naredimo s substitucijo

1 ) 1
(/o a_xzdx)[al—)y]—/o —yz—xzdx'

Vse lepo in prav. Kaj pa, ¢e Zelimo a zamenjati z 1 + x? Ker je spremenljivka x
vezana v integralu, ne smemo delati takole:

1 1
x x
(/0 a—x? dx) o] = /0 x2—x2 i

Ker vstavljamo v integral spremenljivko x, moramo vezano spremenljivko x naj-
prej preimenovati v kaj drugega, na primer £, Sele nato vstavimo:

'ox i ot
21 _ 27
([) a_xzdt)[al—mc]—(/o a_tzdt)[al—)x]—/e xz_tzdt.

Podajmo Se nekaj primerov substitucij:

(x+y+Dx—2]=2+y+1,

(x+y*+D)[xy,y—x]=y+x*+1
(x+/01x-y dx)[x+—2 2+/01x-y dx ,

fotx

Lociti je treba med hkratno in zaporedno substitucijo:

2

1=

1=
(x+y*+DlxyDlyal=x+x*+1,

|=

=

(fo x-ydx)y—x

(x+y?) x>y, y—=x]=y+x°
(x+y)[x=yDy—x] =y +y?)[y = x] = x + x°
(x+ )y~ xDlx >yl = (x + 23 [x >yl =y + 12
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V nadaljevanju bomo obravnavali pravila sklepanja za univerzalne in eksi-
stencne kvantifkatorje, v katerih se pojavi substitucija. Ker je sam zapis za sub-
stitucijo nekoliko nepregleden, bomo uporabili nekoliko manj pravilen, a bolj
prakticen zapis. Denimo, da imamo logi¢no formulo ¢, v kateri se morda pojavi
spremenljivka x, ni pa to nujno. Tedaj piemo ¢(x). Ce Zelimo zamenjati x z
izrazom e, zapiSemo ¢(e). To je pravzaprav obicajni zapis, kot ga uporabljajo
matematiki za zapis funkcij, mi pa smo ga uporabili za zapis logi¢nih formul. Ce
bi uporabili zapis s substitucijo, bi formulo ozna¢ili samo s ¢ namesto s ¢(x) in
zamenjavo s ¢[x = e] namesto s ¢(e). Zakaj je ta bolj prirocen zapis hkrati manj
pravilen? V formalni logiki strogo lo¢imo med simbolnim zapisom matemati¢nega
pojma, ki je zaporedje znakov na papirju, in njegovim pomenom, ki je matemati¢na
abstrakcija. Substitucija ¢[x — e] nam pove, kako niz znakov ¢ predelamo v novi
niz znakov, torej deluje na novoju simbolnega zapisa. Ko pisemo ¢(x) pa si ze
predstavljamo, da je ¢ matemati¢na funkcija, ki deluje na argumentu x. S tem
nastopi zmesnjava med simbolnim zapisom in pomenom. Dokler se zmesnjave
zavedamo, je vse v redu.

4.7.3 Univerzalni kvantifikator

Univerzalna kvantifikacija Vx € S. ¢ se prebere »Za vse x iz S velja ¢.« Pravili
sklepanja sta

[x € 5]
CP(:X) VxeS.p(x) e€S
—— (x svez)
Vx € S.p(x) ¢(e)

pri Cemer je x spremenljivka, ¢(x) logi¢na formula in e poljuben izraz.
V besedilu dokaZemo se pravilo vpeljave zapiSe:
Dokazujemo Vx € S . p(x):

Naj bo x € S poljuben.
(Dokaz, da velja ¢(x)).

Dokazali smo Vx € S . ¢p(x).

Pravilo uporabe v besedilu ponavadi ni eksplicitno navedeno, ¢e pa bi ga Ze
zapisali, bi Slo takole:
Dokazujemo, da velja ¢(e):
(Dokaz, da veljaVx € S . ¢p(x).)
(Dokaz, da veljae € S.)
Torej velja ¢(e).
Ob pravilu vpeljave stoji stranski pogoj, da mora biti spremenljivka x »sveZa«.
To pomeni, da se x ne sme pojavljati drugje v dokazu, saj bi sicer lahko prislo do
zmes$njave med vezanimi in prostimi spremenljivkami. V besedilu se dejstvo, da

je x sveZ izraZa z besedico »poljuben« ali »katerikoli«. Primer, kako gredo stvari
narobe, ¢e ne pazimo in pomesamo spremenljivke:

Izrek 4.20 (z napako v dokazu). Ce je x vedji od 42, so vsa realna stevila vecja od 23.
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Dokaz. Denimo, da bi nekoliko nerodno zapisali izrek simbolno takole:
x>42=VxeR.x > 23

To je sicer dovoljeno, saj se prosti x, ki stoji zunaj Y ni ujel, ni pa preve¢ smotrno,
ker smo na dobri poti, da bomo zunanji prosti x in vezanega znotraj Y pomesali.
Res, ¢e ne upostevamo pravila, da mora biti x svez, dobimo tale nepravi »dokaz«:
[x > 42] 42 > 23
x>23
VxeR.x>23

x>42=>VxeR.x>23

Pri pravilu za vpeljavo V smo uporabili spremenljivko x, ki pa je Ze nastopala v
zacasni hipotezi x > 42. Z besedilom bi se isti dokaz glasil takole:

»Dokazujemo x > 42 = Vx € R.x > 23. Predpostavimo, da velja
x > 42 in dokazimo Vx € R.x > 23. Naj bo x € R. Po predpostavki
je x > 42 in ker je 42 > 23, od tod sledi x > 3.«

Ce bi izrek zapisali bolje kot x > 42 = Yy € R.y > 23, teav ne bi bilo, saj bi se
prejsnji dokaz »zataknil«:

»Dokazujemo x > 42 = Yy € R.y > 23. Predpostavimo, da velja
x > 42 in dokazimo Yy € R.y > 23. Najbo y € R. (Kaj zdaj? Lahko
sicer dokazemo x > 23, a zares bi morali dokazati y > 23, kar ne

gre.)«
O

Pogoj, da mora biti spremenljivka x v pravilu za vpeljavo »sveZa«, se v praksi
kaZe v tem, da pri uvajanju nove spremenljivke izberemo zanjo novo ime, ki se Se
ni pojavilo v dokazu.

4.7.4 Eksistenéni kvantifikator

Eksisten¢na kvantifikacija dx € S . ¢ se prebere »obstaja x iz S, za katerega velja
¢« ali »za neki x iz S velja ¢.« Pravili sklepanja za eksisten¢ni kvantifikator se
glasita

[x €S A p()]

pe) e€S JdxeS.p(x) 1,[1
Jx e S.p(x) Y

kjer je e poljuben izraz in x spremenljivka. Pri tem mora biti x v pravilu uporabe
svez. V besedilu pravilo vpeljave uporabimo takole:

(x svez)

Dokazujemo 3x € S . ¢p(x):

1. (Skonstruiramo element e € S.)
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2. (Dokazemo, da velja ¢(e).)
Dokazali smo 3x € S . ¢(x).

Pravilo uporabe pa se v besedilu izraza takole:

Dokazujemo 1:

1. (Dokaz izjave 3x € S . ¢(x).)
2. Predpostavimo, da za x € S velja ¢(x):
(Dokaz izjave 1.)

Dokazali smo .

Enoli¢ni obstoj

Poleg obicajnega eksistenénega kvantifikatorja 3 poznamo tudi enolicni eksistenéni
kvantifikator 3!. Izjavo J!x . S¢p preberemo »obstaja natankoen x € S, za katerega
velja ¢(x)«.

Enoli¢ni eksisten¢ni kvantifikator ni osnovni logi¢ni operator, ampakje 3!x . S¢p
le okrajsava za

IxeS.px) A(Vy e S.p(y) = x =y). (4.3)

Z besedami preberemo to izjavo takole: »obstaja x iz S, za katerega velja ¢(x) in

zavsak y € S za katerega velja ¢(y) sledi x = y«. To je samo zapleten nacin, kako

povedati, da obstaja natanko en element mnoZice S, ki zado$¢a pogoju ¢.
Pravilo sklepanja za vpeljavo enoli¢nega obstoja izpeljemo iz (4.3):

yESABY)

eeS  ¢le) y:=e
Jtx .S

V besedilu dokaZemo enoli¢ni obstoj takole:

Dokazujemo, da obstaja natanko en x € S, za katerega velja ¢(x):

1. Obstoj: (Konstrukcija elementa e € S in dokaz, da velja ¢p(x).)
2. Enolicnost: denimo da za y € S velja ¢p(y):
(Dokaz, dajee = y).

Dokazali smo Alx € S . p(x).
Ce dokaZemo enoli¢ni obstoj 3!x € S. ¢(x), lahko vpeljemo novo konstanto
c, ki oznacuje tisti element iz S, ki zado$¢a pogoju ¢, pri ¢emer moramo seveda

paziti, da znaka ¢ nismo Ze prej uporabili za kak drug pomen. Nova konstanta ¢
je opredeljena s praviloma

_ yes oW
¢(c) y=c

Ce v formuli ¢ poleg spremenljivke x nastopajo $e druge proste spremenljivke,
denimo y1,...,Ys, potem je nova konstanta ¢ v resnici funkcija parametrov

Viyooos Yn-
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4.7.5 Enakost in reSevanje enacb

Enakost = je osnovna relacija, ki zado$ca naslednjim aksiomom in pravilom skle-
panja:

a=">b a="b b=c ¢(a) a=b
a=a b=a a=c o (D)

Po vrsti so so pravilo refleksivnosti, simetrije, tranzitivnosti in zamenjave. Zaenkrat
enakosti ne bomo posvecali posebne pozornosti, saj jo v praksi studenti dobro
obvladajo.

V osnovni iz srednji Soli se u¢imo pravil za reSevanje enacb: enacbi smemo
na obeh straneh pristeti ali odsteti poljuben izraz, pomnoziti ali deliti smemo s
poljubnim nenicelnim izrazom, ipd. Od kod izhajajo ta pravila? Kaj sploh pomeni,
da smo enacbo »resili«? Ko reSimo kvadratno enacbo

xX*—5x+6=0
obicajno zapiSemo resitev takole:
X1 = 2, Xy = 3.

Kako naj to razumemo iz staliS¢a matematicne logike? Treba je pojasniti dvoje:
kaj pomenita x; in X, saj v prvotni enacbi nastopa spremenljivka x, ter kako naj
razumemo vejico med izjavama x; = 2 in X, = 3. Z indeksoma 1 in 2 Stejemo
reditve enacbe in sta v resnici nepotrebna,’ na kar kaZe tudi dejstvo, da pisemo
X =...innex; = ... kadarjeresitev ena sama. Torej bi lahko resitev zapisali kot

x=2, x=3.
Sedaj pa je tudi jasno, da bi namesto vejice morala stati disjunkcija, se pravi
x=2Vx=3.
Zacetna enacba in tako zapisana resitev sta logi¢no ekvivalentni:
X -5x+6=0 & x=2Vx=3.

Povzemimo: reSevanje enacbe je postopek, s katerim dano enac¢bo f(x) = g(x)
prevedemo v njen logicno ekvivalentno obliko x = a1 Vx =a, V---Vx = ay,, iz
katere so neposredno razvidne reSitve enacbe.

Pravila za reSevanje enacb torej niso ni¢ drugega kot recepti, s pomocjo katerih
enacbo predelamo v njen ekvivalentno obliko, ki je korak blizje kon¢ni obliki, v
kateri bi radi zapisali reSitev. To pojasnjuje srednjeSolska pravila za reSevanje
enacb. Na primer, za realna $tevila 4, b, ¢ € R vedno velja

a=b=c-a=c-b,
medtem ko obratna implikacija
cca=c-b=>a=b

za splodne a in b velja le v primeru, ko je ¢ # 0. Ker pri reSevanju enacb potrebu-
jemo implikacijo v obe smeri, srednjesolce u¢imo, da smejo enacbo mnoziti samo
z od ni¢ razli¢nimi Stevili.

5Kako pa bi zapisali resitve enacbe x% —5x1 +6x =0?
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Vaja 4.21. Kako bi srednjeSolcem pojasnil, od kod izvira pravilo za mnoZenje
enacbe z nenicelnim $tevilom?

Vaja 4.22. Enacbo f(x) = g(x) smo »resili« z zaporedjem korakov

fx)=gkx) &
filx) =gi(x) &

fr(x) = gk(x) =
fk+1(x) = gk+1(x) <

X=aV---Vx=a,

kjer smo v k-tem koraku namesto ekvivalence pomotoma naredili implikacijo.
Smo s tem dobili preve¢ ali premalo reSitev prvotne enacbe?
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5.1 Resnic¢nostne tabele

Vsaka izjava ima resni¢nostno vrednost. Resni¢nostni vrednosti sta L (resnica)
in T (neresnica). Na primer, izjava L V (T = T) je resni¢na, njena resni¢nostna
vrednost je T. Izjava 2 + 2 = 5 je neresni¢na, njena resni¢nostna vrednost je L.

Kadar izjava vsebuje spremenljivke (pravimo jim tudi parametri), je njena re-
sni¢nostna vrednost odvisna od parametrov. Na primer, ¢e sta x, ¥ € N spremen-
ljivki, je resni¢nostna vrednost izjave x + 2y < 3 odvisna od x in y, kar lahko
prikaZemo z resni¢nostno tabelo:

=
+
N
<
A
w

O R, NP O O| R
N —m OO R O |Iw
i I

Kot vidimo, je lahko resni¢nostna tabela neskon¢na. Bolj uporabne so kon¢ne
resni¢nostne tabele, v katerih parametri zavzemajo vrednosti iz kon¢ne mnoZice.

V izjavi lahko nastopajo tudi izjavne spremenljivke ali izjavni simboli, to se
spremenljivke, ki zavzamejo vrednosti L in T. Na primer, najbo 2 = {1, T} in
p,q € 2. Tedajje —p V q izjava, katere resni¢nostna tabela je

p 9 —pPVq
L 1+ 7T
L T 7T
T L L
T T T

Izjava (j)(pl, Ceey, pn), v kateri nastopajo izjavne spremenljivke py,...,p, (in
nobeni drugi parametri) doloca preslikavo

22X X2—>2

s predpisom

(P1/--rpn) = Q(p1,- -, pPn)
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Preslikavi, ki slika iz produkta 2 X --- X 2 v 2 pravimo Boolova preslikava.
PrikaZemo jo lahko z resni¢nostno tabelo. Ce ima preslikava 7 argumentov, ima
tabela 2" vrstic.

5.1.1 Tavtologije

Izjava je tavtologija, Ce je njena resnicnostna vrednost T ne glede na vrednosti
parametrov. Premisli: kako iz resni¢nostne tabele razberemo, ali je izjava tavtolo-

gija?
Izrek 5.1. Naj bo ¢ izjava, v kateri nastopajo le izjavni simboli p1, ..., pn. Tedaj je ¢
tavtologija, ¢e in samo ce ima dokaz.

Dokaz. Dokaz najdete v [Pri92]. m|

Izrek je pomemben, ker nam pove, da lahko dokazovanje izjav nadomestimo s
preverjanjem resni¢nostnih tabel.

Opomba 5.2. Izrek velja samo za izjave, ki jih sestavimo iz izjavnih simbolov, L,
T in logi¢nih veznikov —, A, V, =, <. Za splosne izjave, ki vsebujejo tudi V in
3 izrek ne velja. Lahko se namre¢ zgodi, da ima izjava neskon¢no resni¢nostni
tabelo, v kateri so vse resni¢nostne vrednosti T, a izjava nima dokaza.

5.1.2 Polni nabori

Vsaka formula v izjavnem ra¢unu ima resni¢nostno tabelo. Alilahko vsako tabelo
dobimo kot resni¢nostno tabelo neke formule? Na primer, ali obstaja formula,
katere resni¢nostna tabela se glasi

-~

RS
FE AR
AR

Odgovor je pritrdilen. Podajmo dva nacina, kako tako izjavo izra¢unamo iz tabele.

Disjunktivna oblika

Za vsako vrstico v tabeli, ki ima vrednost T zapisemo konjunkcijo simbolov in
njihovih negacij, pri ¢emer negiramo tiste simbole, ki imajo v dani vrstici vrednost
L. Na primer, v zgornji tabeli imata druga in tretja vrstica vrednost T, zanju
zapiSemo konjunkciji:

e 2. vrstica: =p A g,

e 3.vrstica: p A —q.
Nato tvorimo disjunkcijo tako dobljenih konjunkcij:

(=pAq)A(p A—g).

Dobljena formula ima Zeleno resni¢nostno tabelo.
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Konjuktivna oblika

Za vsako vrstico v tabeli, ki ima vrednost L zapiSemo disjunkcijo simbolov in
njihovih negacij, pri ¢emer negiramo tiste simbole, ki imajo v dani vrstici vrednost
T. Na primer, v zgornji tabeli imata prva in cetrta vrstica vednost L, zanju
zapiSemo disjunkciji:

e 1.vrstica: p V q

® 4. vrstica: —p V g
Nato tvorimo konjunkcijo tako dobljenih disjunkcij:

(pVaqg)A(=pV-g).

Zgornjo tabelo bi lahko dobili tudi kot resni¢nostno tabelo formule
pP=4q

5.1.3 Polni nabori

Vidimo, da lahko vsako resni¢nostno tabelo dobimo z uporabo veznikov =, V in
A. Polni nabor je tak izbor veznikov, s katerim lahko dobimo vsako resni¢nostno
tabelo.

Torej je =, V, A poln nabor. Lahko bi ga e zmanjsali na =, A, sajlahko p V g
izrazimo kot =p A —q.

Nabor A, V pa ni poln, saj ne moremo dobiti resni¢nostne tabele

?

—+4 |

T
1

Res, e iz p, A in V sestavimo poljubno formulo ¢(p), na primer (p A (p V p)) A p,
bo ta ekvivalentna p in bo zato veljalo ¢(T) = T, zgornja tabela pa zahteva

P(T) = L.

5.2 Boolova algebra

Ekvivalentni izjavi imata enake resni¢nostne vrednosti, torej lahko ekvivalenco
& obravnavamo kar kot enakost, saj to tudi je, kar se tice resni¢nostnih vrednosti.
Zato lahko namesto p < g piSemo tudi p = g, ¢e imamo v mislih le resni¢nostne
vrednosti.

Opomba 5.3. Ekvivalentni izjavi imata lahko razli¢en pomena. Na primer, Vx, y €
R.x+y=y+xinVa € R.sin(2a) = 2 cosa - sina sta ekvivalentni, saj sta
obe resnicni, a ne moremo reci, da je njun pomen enak. (Predstavljate si, da bi bi
vas v srednji Soli profesorica matematike vprasala adicijski izrek za sin, vi pa bi
odgovorili »vrstni red se$tevanja realnih stevil ne vpliva na vrednost vsote«.)

Zalogic¢ne veznike veljajo algebrajska pravila, se pravi enacbe, kakrsne poznamo
v algebri. Ta pravila lahko uporabljamo kot ra¢unska pravila, s katerimi lahko
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izjavo poenostavimo v ekvivalentno obliko. Pogosto je tako ra¢unanje bolj prikla-
dno kot dokazovanje. Spodaj nasteta pravila lahko preverimo tako, da zapisemo

resni¢nostne tabele izjav in jih primerjamo.

Pravilom, ki veljajo za logi¢ne veznike, pravimo Boolova algebra. Razdelimo

jih po sklopih.
Pravila za konjunkcijo:

A Ar=pA(gAT)

pPAg=qnp
PAp=p
TAp=p
LAp=1

Pravila za disjunkcijo:

pVva)Vr=pv(gVr)

pvag=qVvp
pvp=p
LVp=p
TVp=T

Pravila za implikacijo:

(r=4q) =(q=-p)

p=>q9)=-pVvy
(L=9g)=T
(T=4q)=9q
p=>L)=-p
p=>T)=T

Kombinirana pravila:

~(pAq)=-pV—q

~(pVaqg)=-pA-q
-(p=49)=-pAq
pA(pVvag)=p
pvipnrng) =p
pA(qVr)=(pAqV(pAr)
pVv(gAr)=(pVvagA(pVr)

Pravila za negacijo:

-T=1
-1=T
—mp=p
pvop=T
pA-p=1
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(asociativnost A)
(komutativnost A)
(idempotentnost A)
(T je nevtralen za A)
(L absorbira A)

(asociativnost V)
(komutativnost V)
(idempotentnost V)
(L je nevtralen za V)
(T absorbira V)

(kontrapozitivna oblika =)

(de Morganovo pravilo za A)

(de Morganovo pravilo za V)

(absorbcijsko pravilo za A)
(absorbcijsko pravilo za V)
(distributivnost A)
(distributivnost V)

(negacija je involucija)

(izkljucena tretja moZnost)
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ZapiSimo Se uporabna logi¢na pravila za kvantifikatorje. Tokrat uporabimo
& namesto =, ker je to bolj obicajno:

(Vxe0.¢p(x) & T
Txe€0.9(x) = L
(Vx € {a} .$(x) = ¢(a)
(3x € {a} .¢(x)) = ¢(a)
("Vx e A.¢(x)) &= Tx e A.-¢p(x)
(-Ix e A.p(x)) & VxeA.-p(x)
(Y =>VxeA.¢p(x)) &= VxeA.¢¥ = ¢(x)
(YVVxeA.p(x)) & VxeA.¢¥V d(x)
(YATxeA.p(x)) & TxecA. ¢ Ad(x)
(Vu e AXB.p(u)) & Vxe A.VYyeB.d(x,y)
(Jue AXB.¢p(u)) & Ixc A.JyeB.op(x,y)
(Vue A+B.¢p(u)) & (Vx e A.¢(in;(x))) A (Yy € B. p(in,y(y)))
(Vue AUB.¢p(u)) & (Vxe A.d(x)) A(Vy € B.p(y))
(Jue A+B.¢(u)) & (Fx e A.¢(in;(x))) vV (Ty € B.P(in,y(v)))
(Jue AUB.¢(u)) = (Ax e A.¢(x)) vV (3y € B.p(y))
Vue{xeA|Y(x)} . o) = V¥xeA.¢(x) = d(x)
(Ju € {x €A | 1p(x)} .P(u)) &= Fx e A.P(x) A P(x)

Te ekvivalence je treba preveriti tako, da jih dokaZemo.
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6 Podmnozice in poten¢ne mnoZice

6.0.1 Definicija relacije C

Pravimo, da je mnozica S podmnozica mnozice T, piSemo S C T, ko velja Vx €
S.x € T. Pravimo tudi, da je S vsebovana v T in da je T nadmnoZzica S.

Vedno velja) € Sin S C S.

Princip ekstenzionalnosti za mnoZice pravi:

S=T < (Vxe€S.SeT)A(VyeT.yeS)
kar lahko zapiSsemo s podmnoZicami:
S=T < SCTATCS.

Vsaka podmnozica S € A opredeljuje neko lastnost elementov iz A: tisti elementi,
ki imajo opredeljeno lastnost, so v S, ostali pa ne.

Zgled 6.1. Naj bo P mnozica vseh prastevil, torej je P € N. PodmnozZzica P
opredeljuje lastnost »je prastevilo«.
6.0.2 Kako tvorimo podmnozice

Ceje ¢(x) logi¢na formula, v kateri nastopa spremenljivka x € A, lahko tvorimo
mnoZico

{xeA | qi)(x)}.

Pri tem je x vezana spremenljivka. Za to mnozico velja:
ae{xeA|p(x)} = aecAnp).

Povedano z besedami: elementi mnoZice {x €A | qb(x)} so tisti elementi iz A, ki
zados¢ajo pogoju ¢. Velja {x €A | qi)(x)} C A, prav tako pa

{[xeAlp()} c{xe Al P(x)} = VxeA.p(x)= y(x).

6.0.3 Kanonicna inkluzija

Za podmnozico S C T definiramo kanoni¢no inkluzijo ali kanoniéno vkljucitev
is : S — T, s predpisom is : x — x. Pozor, to ni identiteta, razen v primeru
S =T!. Oznaka ig ni standardna, pravzaprav standardne oznake ni.

Ceje f : T — U in S C T, pravimo kompozitumu f o ig zoZitev preslikave f
na S, pisemo f|5
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6.1 Poten¢na mnozica

6.1.1 Definicija potencne mnoZice

Za vsako mnozico A tvorimo mnozico P(A), ki ji pravimo potenéna mnoZica.
Elementi poten¢ne mnozZice £ (A) so natanko podmnozice mnozice A:

SeP(A) < SCA
Na primer P (@) = {0} in

P({a,b,c}) ={{} {a},{b},{c},{a, b}, {a,c} {b,c}, {a,b,c}}.

6.1.2 Karakteristi¢ne funkcije

Karakteristi¢na funkcija na mnozZici A je funkcija z domeno A in kodomeno 2.
Tuje 2 = { L, T} mnozZica resni¢nostnih vrednosti.
Eksponentna mnoZica 2* je torej mnoZica vseh karakteristi¢nih funkcij na A.

Opomba 6.2. Karakteristi¢ne funkcije se uporabljajo tudi v analizi, kjer jih obi¢ajno
razumemo kot preslikave A — {0,1} namesto A — {L, T}. Ker sta mnozici
{L, T} in {0, 1} izomorfni, to ni bistvena razlika.

Karakteristi¢no funkcijo si lahko predstavljamo kot preslikavo, ki opredeljuje

neko lastnost elementov A: tisti elementi, ki imajo opredeljeno lastnost, se slikajo
v T,ostalipav L.

Zgled 6.3. Preslikava p : N — 2, definirana s predpisom

T ceje n prastevilo,
pl) =93
L cen ni prastevilo.

je karakteristi¢na preslikava lastnosti »je prastevilo«. Lahko bi jo zapisali tudi
takole:

pm)=m>1AVk,m.n=k-m=k=1vm=1).

6.1.3 Izomorfizem P(A) = 24

Videli smo, da lahko neko lastnost elementov mnozice A predstavimo bodisi
s podmnozico bodisi s karakteristicno preslikavo. To nam da idejo, da med
podmnoZzicami A in karakteristi¢nimi preslikavami na A obstaja neka zveza.

Izrek 6.4. P(A) = 24,
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Dokaz. Definirajmo preslikavi

x:P(A) — 24 & 20 5 PA)
T Cex€Ss, n _
Xs(x):= {J_ tex ¢S, Ef = {xeA|f(x)—T}.

Ta predpisa bi lahko krajSe zapisali tudi takole:

xs(x):=(x€9), ={xeA|f()}.

Preslikavi xs pravimo karakteristiéna funkcija podmnozice S. Trdimo, da sta x
in & inverza:
1. Dokazimo x o & = idya. Uporabimo princip ekstenzionalnosti za presli-
kave. Naj bo f € 2. Dokazimo, da je x« ; = f. Uporabimo princip
ekstenzionalnosti za preslikave. Naj bo x € A:

Xep(x) = (x € &f) = f(x).

2. Dokazimo & o x = idp(4). Uporabimo princip ekstenzionalnosti za presli-
kave. Najbo S € P(A). Dokazimo, daje & = S:

Exs ={x €Al xs(x)} ={xe A|xe S} =6.

6.1.4 Boolova algebra podmnoZzic

PodmnoZice mnoZice A tvorijo Boolovo algebro za operacije presek N, unija U in
relativni komplement. Nevtralni element za unijo je @ in nevtralni element za
presek je A.

Definirajmo tudi operacijo simetri¢na razlika ®, ki podmnozicama S, T € A
priredi podmnoZico

SeT:=(S\T)U(T\S)=(SUT)\(SNT).

Poten¢na mnozica P (A) je za operacijo ® Abelova grupa.
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7 Razredi in druzine

7.1 Russellov paradoks
V prejsnji lekciji smo spoznali zapis podmnoZice

{x €A | qb(x)},

ki tvori podmnoZzico A vseh elementov, ki zadoscajo pogoju x. Ko je bila teorija
mnoZic $e v povojih, se je sama po sebi ponujala ideja, da bi lahko opisali mnozZzice
kot »kakrsnokoli« zbirko stvari. Torej bi lahko pisali

{x] o)}

za mnozico vseh tistih stvari (objektov, matemati¢nih entitet), ki zadosc¢ajo po-

goju ¢. Se pravi, da bi veljalo
ae {x | qb(x)} = ¢(a)

A izkaZe se, da ne moremo kar tako tvoriti povsem poljubnih mnozic objektov.
To je odkril znameniti filozof, logik in matematik Betrand Russell. Razmislek
se po njem imenuje Russellov paradoks. Le-ta je v matematiko vnesel pravo
»krizo temeljev«, iz katere se je v prvi polovici 20. stoletja razvila logika in temelji
matematike, kot jih poznamo danes.

Russellov paradoks gre takole. Denimo, da bi lahko tvorili poljubne mnoZice
objektov. Tedaj bi lahko tvorili tudi mnoZico vseh mnozic, ki niso element same
sebe:

R:={S|S ¢S}

Sedaj bomo izpeljali protislovje tako, da bomo dokazali R ¢ Rin R € R:
1. Dokazimo R ¢ R. Denimo, da bi veljalo R € R. Potem po definiciji R velja
R ¢ R, kar je v protislovju s predpostavko R € R.
2. Dokazimo R € R. V prvem koraku smo Ze dokazali R ¢ R, torej po definiciji
RveljaR € R.
Kaj lahko storimo? O¢itno je treba pazljivo nadzorovati dopustne konstrukcije
mnozic.

7.2 MnoZice in razredi

V sodobni teoriji mnoZic Russellov paradoks razresimo tako, da lo¢imo med
dvema razli¢nima zvrstema zbirk ali skupkov elementov, namre¢ mnoZzicami in
razredi.

Torej imamo opravka s tremi zvrstmi matematic¢nih objektov:
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1. Elementi, ki niso mnoZice (na primer naravna Stevila), pravimo jim urele-
menti.

2. Zbirke elementov, ki se imenujejo mnoZzice.

3. Zbirke elementov, ki se imenujejo razredi.
Elementi mnozic so urelementi in mnoZzice. Enako velja za razrede. V ¢em je
torej razlika med mnoZicami in razredi? MnoZica je lahko element (druge mnoZice
ali razreda). Razred ne more biti element (druge mnoZice ali razreda). S tem Zelimo
povedati, da je zapis

xeyY

neveljaven, ¢e je x razred. Se pravi, ¢e je x razred, potem sploh ne moremo govoriti
o tem, ali je x € Y resni¢na izjava, saj ni izjava, ker ni izraz.

Vsaka mnozica je hkrati razred. Ni pa vsak razred tudi mnoZica.

Razred je mnozica, ¢e ga lahko skonstruiramo e na kak drug nacin s pomo-
gjo pravil za konstrukcije mnozic (kartezi¢ni produkti, vsote, eksponenti, unije,
preseki, podmnoZice in vse ostale konstrukcije mnozic, ki jih bomo e spoznali).

Pravi razred je tak razred, ki ni mnoZica. Z zapisom

{x|o@)}

definiramo razred vseh objektov, ki zados¢ajo pogoju ¢. Se pravi, da velja

ae {x | qb(x)} = o¢(a).
Poglejmo nekaj primerov.

Zgled 7.1. Russellovrazred R:={S | S ¢ S} vsebuje vse mnozice, ki niso element
same sebe. Paradoks smo razresili, saj je nesmiselno zapisati R € R.

Zgled 7.2. Razred vseh mnozic
V.= {S | Sje mnoZica} ,

ki ga oznacimo tudi s Set. To je pravi razred. Res, ¢e bi bil V mnozZica, potem bi
lahko tvorili podmnoZico

{SeV][S5¢sy,

ki ni ni¢ drugega kot Russellov R. Tako bi spet dobili protislovje. Torej V ni
mnoZzica.

Zgled 7.3. Razred vseh enojcev E :={S | 3!x € S. T} je pravi razred. Res, ¢e bi
bil mnoZica, potem bi bila mnozica tudi njegova unija U E, ki pa je enaka V.

Zgled 7.4. Zbirke vseh matemati¢nih struktur dane vrste pogosto tvorijo prave
razrede. Na primer, razred vseh grup, razred vseh kolobarjev, vseh vektorskih
prostorov itd.

Z razredi lahko delamo tako kot z mnoZicami: tvorimo unije, preseke in pro-
dukte razredov, govorimo po podrazredih). Pri tem uporabljamo enake oznake
za operacije kot pri mnoZicah. Paziti moramo le, da razreda nikoli ne uporabimo
kot element kake mnozZice ali razreda. Na primer, ¢e je C razred, lahko tvorimo
»potenéni razred» P (C), ki vsebuje vse podmnozice C:

P(C):={S|SeSetASCC}.

Nesmemo patvoriti{D | D € C}, kerbistem C postal elementrazreda{D | D € C}.
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7.3 Druzine mnozic

Pogosto imamo opravka z zbirko mnoZic. Ce je zbirka kon¢na, lahko mnoZice
preprosto nastejemo in vsako od njih poimenujemo

A=---
B=--.
C=---

Ce je mnoZic neskonéno, jih morda lahko ogtevil¢imo:
A=
Ay

As
Ay

A tu se zadeve Se ne koncajo, saj lahko v splosSnem obravnavamo poljubno zbirko
mnozic. Takim zbirkam pravimo druzine mnozic. DruZzina mnozic je indeksi-
rana z elementi neke mnozice I, ki ji pravimo indeksna mnozica. Za vsak i € |
imamo mnozico A;, kar lahko izrazimo tudi z naslednjo definicijo.

Definicija 7.5. Druzina mnoZic je preslikava I — Set. Mnozici I pravimo inde-
ksna mnoZica in njenim elementov indeksi.

Zgled 7.6. Konc¢no zbirko mnoZic lahko indeksiramo s kon¢no mnozico. Denimo,
da imamo mnozice A, B, C, D, E. 1z njih lahko tvorimo druzino S : I — Set:

1={1,2,3,4,5},

51 =A4,
S» =B,
S3;=C,
S4=D,
Ss =E.

Zgled 7.7. Nihce nas ne sili, da morajo biti indeksi Stevila. V prejSnjem primeru
bi lahko uporabili I = {42, 13, \/E, 0, R} in definirali S : I — Set

Sp = A,
S13 =B,
Sy=C,
So=D,
Sr =E.

Zgled 7.8. Mnozice v druzini se lahko ponavljajo. Skrajni primer je konstantna
druzina, v kateri so vse mnoZzice med seboj enake.
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Zgled 7.9. Prazna druZina je druzina mnozic, ki je indeksirana z 0.
Zgled 7.10. Prazno druzino moramo lociti od druzZine praznih mnozic

I — Set

i—0

Zgled 7.11. Neprazna druzina je druzina indeksirana z neprazno mnozico. Dru-
Zina nepraznih mnozic je druzina, v kateri so vse mnozice neprazne. Torej velja:
¢ Prazna druZina je druzina nepraznih mnoZic.
* DruZina praznih mnoZic je lahko prazna druzina (ko je indeksna mnoZzica
0).
¢ DruZzina praznih mnoZic je lahko neprazna druZina (ko je indeksna mnozZzica
neprazna).

7.4 Konstrukcije in operacije z druZinami mnoZic

Operacije X, +, N in U lahko posplosimo tako, da namesto z dvema mnoZicama
delujejo na poljubnem $tevilu mnozic. V ta namen uporabimo druZzine mnozic.

7.4.1 Presek in unija druZzine

Presek in unija druzine A : I — Set sta definirana takole:

(JAi={x|3Fiel.xe A},
iel
(Ai={x|Viel.xeA}.

iel

Pozor! Na desni strani imamo razred! Res se lahko zgodi, da dobimo pravirazred,
namre¢ kot presek prazne druzine:

ﬂAi:{xl\%ie@.xeAi}
i€

={x| T}

=V.

Kdaj pa dobimo mnoZico? Presek neprazne druZine je vedno mnoZica. Res, ¢e
imamo k € I, potem velja

(Ai={xeAc|Viel.xe€Aj}.

i€l

Sedaj na desni ne stoji ve¢ razred, ampak podmnozica mnozice Ay.
Kaj pa unija druzine mnozic? Ali je mnozica? IzkaZe se, da za to potrebujemo
aksiom:

Aksiom 7.12. Unija druZine mnoZic je mnoZica.
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7.4.2 Kartezi¢ni produkt druzine

Definicija 7.13. Funkcija izbire za druzino A : I — Set je tako prirejanje, ki
vsakemu indeksu i € I priredi natanko en element f (i) € A;.

Zgled 7.14. Primer: funkcija izbire za druzino

A : N — Set
Ap={xeR|0<x <2}

jena f(n):=27""1. To ni edina funkcija izbire za A, lahko bi vzeli tudi f(n) =
271 /3,

Definicija 7.15. Kartezi¢ni produkt druzine A : I — Setje mnozica vseh funkcij
izbire druzine A:

[TAi={f:1> Uit Ai|Viel.f(i)e Ai}.

i€l
Zavsak j € I imamo j-to projekcijo
pri : (I[Tier Ai) = Aj,
pri: f = f())

Obicajni kartezi¢ni produkt dveh mnozic je poseben primer produkta mnozic,
namre¢ druzine mnozic, ki je indeksirana z I = {1,2}. Natan¢neje, velja

AXB = [lieq1,2y Ci,

kjerje C;y = Ain C, = B.

Tudi eksponentna mnoZica je poseben primer produkta mnozic, saj velja
BA = [Tsea B
Na desni imamo produkt konstantne druzine mnozic

A — Set,

a+— B.

7.4.3 Koprodukt ali vsota mnozic
Vsoto mnozic posplosimo na koprodukt druZzine.

Definicija 7.16. Koprodukt ali vsota druzine A : [ — Set je mnozica > jcr Aj,
katere elementisoin;(a) zai € I ina € A;. Preslikaviing : Ax — Xje; Ai pravimo
k-ta injekcija.
Poleg tega definiramo Se projekciji
pry(ini(a)) = i,
pr,(ini(a)) = a.

Namesto 3} se pise tudi [[.
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Poseben primer koprodukta je vsota A + B, saj velja

A+ B = Yie12) Ck

kjer je
C:{1,2} — Set
C1 = A,
C2 := B.

Tudi kartezi¢ni produkt A X B je poseben primer koprodukta, saj velja
AXB=3,c4B
Na desni imamo tokrat koprodukt konstantne druZine mnoZic

A — Set,

a+— B.
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8 Lastnosti preslikav

Mnogi ste v srednji Soli Ze spoznali osnovne lastnosti preslikav, kot so injektivnost,
surjektivnost in bijektivnost preslikave. V tej lekciji ponovimo te pojme in jih
povezemo $e s pojmoma monomorfizem in epimorfizem, ki sta pomembna v

algebri

8.1 Osnovne lastnosti preslikav

8.1.1 Injektivna, surjektivna, bijektivna preslikava

Definicija 8.1. Preslikava f : A — B je
* injektivna, koveljaVxy € A. f(x) = f(y) = x =y,
e surjektivna, koveljaVy e B.3x € A. f(x) =y,
* bijektivna, ko je surjektivna in injektivna.

Opomba 8.2. Pogosto vidimo definicijo injektivnosti, ki pravi, da f slika razli¢ne
elemente v razli¢ne vrednosti, se pravi Vxy € A.x # y = f(x) # f(y). Ta
definicija je ekvivalentna nasi, a jo ne priporo¢amo, ker je manj uporabna. Nasa
definicija namre¢ podaja recept, kako preverimo injektivnost: predpostavimo
f(x) = f(y) in od tod izpeljemo x = y tako, da predelamo enacbo f(x) = f(y) v
enacbo x = . To je v splosnem laZje kot predelava neenacb.

Vaja 8.3. Primerjaj definicijo injektivnosti in surjektivnosti z zahtevo, da mora biti
prirejanje, ki doloca preslikavo, enoli¢no in celovito.

8.1.2 Monomorfizmi in epimorfizmi

Definicija 8.4. Preslikava f : A — B je
* monomorfizem (mono), ko jo lahko krajsamo na levi:

VCeSet.Vg,h:C —>A.fog=foh=g=h.
¢ epimorfizem (epi), ko jo lahko krajsamo na desni:
VCeSet.Vg,h:B—C.gof=hof=g=h.

Pojma monomorfizem in epimorfizem sta uporabna, ker nam omogocata, da
krajsamo funkcije, ki nastopajo v enacbah. Na vajah boste resevali naloge, kjer to
pride prav.

Izrek 8.5. Naj bosta f : A — Bin g : B — C preslikavi. Tedaj velja:
1. Kompozicija monomorfizmov je monomorfizem.
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2.
3.
4.

Kompozicija epimorfizmov je epimorfizem.
Ce je g o f monomorfizem, je f monomorfizem.
Ce je g o f epimorfizem, je g epimorfizem.

Dokaz.

1.

S

Naj bosta f : A — Bin ¢ : B — C monomorfizma. Dokazujemo, da je
g o f tudi monomorfizem. Najbosta /1, k : D — A preslikavi, za kateri velja
(gof)oh =(gof)ok. Dokazujemo h = k. Ker je kompozicija preslikav
asociativna, velja go(foh) =(gof)oh =(gof)ok =go(fok). Kerjeg
monomorfizem, ga smemo krajsati na levi, torej dobimo f o h = f o k. Ker
je f monomorfizem, ga smemo krajsati in dobimo Zeleno enakost i = k.
Dokaz je podoben prejsnjemu, le vloga leve in desne strani se spremeni.
Dokaz je podoben naslednjemu, le vloga leve in desne strani se spremeni.
Naj bosta f : A — Bin g : B — C preslikavi in g o f epimorfizem.
Dokazujemo, da je g epimorfizem. Naj bosta &, k : C — D taki preslikavi,
da velja h o g = k o g. Dokazujemo, daje h = k. Iz h o g = k o h sledi
(hog)o f =(kog)o f. Ceupostevamo asociativnost kompozicije, dobimo
ho(gof)=ko(gof) Kerje go f epimorfizem, ga smemo krajsati na
desni, od koder dobimo Zeleno enakost /1 = k.

O

Izrek 8.6. Za preslikavo f : A — B velja:

1.
2.
3.

f je monomotfizem, ce in samo Ce je f injektivna.
f je epimorfizem, Ce in samo Ce je f surjektivna.
f je izomorfizem, Ce in samo Ce je f bijektivna.

Dokaz.

1.

(=) Ce je f monomorfizem in f(x) = f(y), tedajje (f o (u > x))() =
F() = F(y) = (f o (1= 1)), torej (1 = x) = (1 > y) in sledi x = y.
(&) Ceje f injektivnain fog = foh, potemje zavsak x f(g(x)) = f(h(x)),
torej g(x) = h(x) za vsak x, torej g = h.

(=) Ceje f epimorfizem: obravnavajmo mnoZico

S:{z€B|3x€A.f(x)=z}

ter preslikavi ys : B = 2in(y +— T): B — 2. Kervelja xyso f = (y —
T)o f,sledi xs = (y +— T), torej S = B, kar je surjektivnost.

(&) Ceje f surjektivnain g o f = h o f: najbo y € B. Obstaja x € A, daje
f(x) = y. Torejje g(y) = g(f(x)) = h(f(x)) = h(y). Torejje g = h.

(=) Ce je f izomorfizem, potem: je f epi, ker je idg = f o f~1 epi; je f
mono, kerjeida = f~! o f mono.

(&) Ceje f bijektivna, potem je njen inverz f~! definiran s predpisom

fly)=wxeA.f(x)=y »tisti x, ki ga f slika v y«

Dokazati je treba Jlx € A.f(x) = y. To velja, saj Ix € A.f(x) = y
sledi iz surjektivnosti f in Vxq1,x2. f(x1) = Y A f(x2) =y = x1 = xp iz
injektivnosti f.

O
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8.1.3 Retrakcija in prerez
Spoznajmo Se pojem retrakcije in prereza. Na predavanjih bomo s sliko pojasnili,
zakaj se tako imenujeta.

Definicija8.7. Cesta f : A — Bin g : B — A takipreslikava, da velja f o g = idp,
pravimo:

* f je retrakcija ali levi inverz g,

* g je prerez ali desni inverz f.

Vaja 8.8. Podajte primer retrakcije in prereza, ki nista izomorfizma.
Izrek 8.9. Retrakcija je epimorfizem, prerez je monomorfizem.

Dokaz. Denimo, da velja f o ¢ = id, torej je f retrakcija in g prerez. Ker
je identiteta monomorfizem, je po izreku 8.5 tudi § monomorfizem. In ker je
identiteta epimorfizem, je po istem izreku f epimorfizem. O

8.2 Slike in praslike

8.2.1 Izpeljane mnozZzice

Najbo f : A — B preslikava. Tedaj definiramo izpeljano mnozZico

{f(x)|xeA}::{yeB|3xeA.y:f(x)}.

ter izpeljano mnozZico s pogojem

{f(x)|x€A|qb(x)}::{y€B|3x€A.qb(x)/\y:f(x)}.

Obicajno se pise izpeljano mnozico s pogojem kar
{[fx) | x € Anp(x)}.

Zgled 8.10. MnoZica vseh kvadratov naravnih stevil je izpeljana mnoZica {112 | neN } .

8.2.2 Slike in praslike

Definicija 8.11. Najbo f : A — B preslikava:
e Praslika podmnozice S C Bje f*(S) := {x €A | f(x) e S}.
e Slika podmnozice T C Aje f.(T):= {y € B | Ix eT.f(x)=y}.
Prasliki pravimo tudi inverzna slika in sliki tudi direktna slika.
Kot vidimo, lahko sliko zapiSemo tudi kot izpeljano mnoZico

f(T)={f(x)| xeT}.

Obicajni zapis za prasliko f*(S) je tudi f~1(S), vendar tega zapisa mi ne bomo
uporabljali, ker napa¢no namiguje, da ima f inverz. Boste pa ta zapis videli mar-
sikje drugje, ker so matematiki konzervativni bitja, ki raje nekaj stoletij uporabljajo
slab zapis, kot da bi spremenili svoje navade.

Obicajni zapis za sliko f.(S) je tudi f(S) ali f[S]. Predvsem f(S) se uporablja
v praksi, a tudi tega odsvetujemo. Kako naj pri takem zapisu lo¢imo med f(x) in
f({x})?
Definicija 8.12. Zaloga vrednosti preslikave f : A — B je slika domene, torej

f(A).
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8.2.3 Slike in praslike kot preslikave viSjega reda

Najbo f : A — B. Tedaj sta tudi f* in f, preslikavi. Res, f* : P(B) — P(A) je
dolo¢ena s predpisom S — {x eA|f(x)e S}, in f. : P(A) — P(B) je dolocena
s predpisom T +— {f(x) | xeT}

Se ve¢, tudi »zgornja zvezdica *« in »spodnja zvezdica .« sta preslikavi

*:BA - PAP® .1 B4 - P(BPW

Ker slikata preslikave v preslikave, pravimo, da sta to preslikavi viSjega reda.
Primer preslikave visjega reda je tudi odvod, ki funkciji priredi njen odvod.
8.2.4 Lastnosti slike in praslike

Izrek 8.13. Najbo f : A — B preslikava:
* praslike so monotone: ¢eje S C T C A, potem je f*(S) € f*(T)
e slike so monotone: ¢eje X C'Y C B, potem je f.(X) C f.(Y).

Dokaz. Dokaz pustimo za vajo. O

Izrek 8.14. Praslike ohranjajo preseke in unije: zavse f : A — Bin S : I — P(B)
velja
[ Uier $i) = Uier f1(Si) - in f(Nier Si) = Nier f7(Si)-
Dokaz. DokaZimo prvo izjavo, druga je zelo podobna, le da 3 zamenjamo z
V. Dokazujemo f*(Ujer Si) € Uier f*(Si). Najbo x € f*(Uies Si) in dokazujemo
x € Ujer f7(Sj). Kerje f(x) € Ujer Si obstaja k € I, da je f(x) € Sk, torej je
x € f*(Sk) € Uier f*(Si). O

Izrek 8.15. Najbo f : A — BinT : I — P(A). Tedaj je

flUier Ti) = Uier £(T)  in - fu(Nier T) S Niier fo(S)).

Dokaz. Dokaz prepustimo za vajo. O

Vaja 8.16. 1z zgornjih dveh izrekov izpeljite naslednja dejstva:

f1(@)=0,
f(0) =0,
f(B) =4,

fSUT) = f(S)V f(T),
fSNT) = f(S)n f(I).

Poleg tega imamo za S C B ge f*(S€) = (f*(S))°.
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9.1 Predikati

Predikat na mnoZici A opredeljuje kako lastnost elementov mnoZzice A. Ce je P
predikat na A in x € A, potem se je smiselno vprasati, ali x zados¢a predikatu P.
Odgovor je resni¢nostna vrednost, ki jo ozna¢imo s P(x).

Zgled 9.1. Na mnozici naravnih Stevil N lahko obravnavamo predikat »je sodo
Stevilo«. Tako na primer 4 zados¢a predikatu »je sodo Stevilo«, 7 pa mu ne
zadosca.

Predikat P na mnozici A lahko predstavimo na dva nacina:

e kot preslikavo P : A — 2, ki slika x € A v resni¢nostno vrednost P(x),

* kot podmnozico P C A tistih x € A, za katere velja P(x).
Oba nacina predstavitve sta uporabna, spoznali pa smo Ze izomorfizem med
njima, saj velja P(A) = 24.

9.2 Relacije

Relacije s ve¢mestni predikati. Se pravi, relacija R opredeljujejo kako lastnost
urejenih vecteric kartezi¢nega produkta A; X Ap X --- X A,. Pravimo, da je R
n-¢lena ali n-mestna relacija na mnozicah Ay, ..., A,.

Zgled 9.2. Na mnozZici tock v ravnini lahko obravnavamo relacijo kolinearnosti.
To je trimestna relacija: tocke A, B in C so kolinearne, kadar obstaja premica, ki
vsebuje vse tri tocke.

Relacijo R na mnozicah Aj, ..., A, lahko predstavimo na dva nacina, po-
dobno kot predikate:

* kot preslikavo R : Aj X Ap X -+ X A, — 2,

* kot podmnoZzico R € A; X Ay X -+- X Ay.
Bolj obicajna je predstavitev s podmnoZzicami, zato bomo dejstvo, da je R relacija
na mnozicah Ay, ..., A, zapisali kar kot R € A; X Ay X --- X A,. Za elemente
X1 € A1, ..., xy € Ay dejstvo, da so v relaciji R zapisemo R(x1, ..., x,), véasih
patudi(x1,...,x,) € R.

Na mnozicah A4, ..., A, lahko vedno definiramo:

* prazno relacijo 0: nobeni elementi niso v prazni relaciji,

* univerzalno relacijo A1 XA X- - - XA, vsielementi so v univerzalni relaciji.
Univerzalna relacija se imenuje tudi polna relacija.
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V praksi so najbolj pogoste dvomestna relacije, se pravi relacije na dveh
mnozicah, R € AXB. V tem primeru pravimo mnozici A domena in B kodomena
relacije R, relaciji R pa relacija med A in B.

Pomembna relacija na mnoZici A je enakost ali diagonala na A:

Ay = {(x,y)eAxA|x:y}

Zakaj ji pravimo diagonala?

Izmed dvoclenih relacij so najbolj pogoste relacije, pri katerih se domena in
kodomena ujemata, torej R C A X A. V tem primeru pravimo, da je R relacija na
mnozici A.

Denimo, da je R C A X B relacija, x € Ain y € B. Dejstvo, dasta x in y v
relaciji R zapiSemo na enega od nacinov

(x,y)€R R(x,y) xRy

Prvi zapis se uporablja, kadar je R podana kot podmnozica A X B, drugi kadar
podamo R z logi¢no formulo. Tretji nacin je tudi pogost, Se posebej kadar je
relacija oznacena s simbolom kot je =, #, <, >, E, ~ ipd.

Relacijo lahko predstavimo na ve¢ nacinov, na primer z logi¢no formulo, z
resni¢nostno tabelo, ali z usmerjenim grafom. Z grafom predstavimo R C A X A
tako, da za vozlis¢a grafa vzamemo elemente mnoZice A, nato pa narisemo puscico
od x do y, kadar velja x R y.

9.3 Osnovne lastnosti relacij

Relacije, ki so pomembne v matematicni praksi imajo pogosto lastnosti, ki jih
poimenujemo. Za relacijo R € A X A pravimo da je:

e refleksivna: Vx € A.x R x,

* simetriéna: Vx,y € A. x Ry =y Rx,

* antisimetricna: Vx,y € A . x RyAyRx=x=y,

e tranzitivna: Vx,y,z€ A x RyAyRz= xRz

e irefleksivna: Vx € A.—(x R x),

e asimetri¢na: Vx,y € A.x Ry = —(y R x),

* sovisna: Vx,y€ A.x#y=>xRyVyRx,

* strogo sovisna: Vx,y € A.x Ry Vy R x.

Vaja 9.3. Kako iz usmerjenega grafa relacije razberemo refleksivnost in simetri¢-
nost? Kaj pa ostale lastnosti?

9.4 Operacije na relacijah

9.4.1 Unija, presek in komplement relacij

Ker so relacije pravzaprav podmnoZice, lahko na njih uporabljamo operacije unija
U, presek N in komplement O°. Denimo, dasta R, S C A X B relaciji. Tedaj velja:

x(RUS)y & xRyvxSy,
x(RNS)y &< xRyAxSy,
xRy & -(x R y).
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Zgled 9.4. Za relacije enakosti in urejenost na realnih stevilih velja:
¢ Komplement relacije enakosti = je relacija neenakosti #.
* Unija relacij < in > na realnih Stevilih je relacija #.
* Presek relacij < in > na realnih $tevilih je relacija =.

9.4.2 Transponirana relacija

Dvojiske relacije lahko tudi transponiramo. Transponiranka relacije R € A X B je
relacija RT C B X A, definirana s predpisom

yR'x = xRy

ali ekvivalentno
RT::{(y,x)eBxA|ny}.

O¢itno velja (RT)T = R, torej je transponiranje involucija.

Zgled 9.5. Transpozicija relacije < na realnih Stevilih R je relacija > na R. Kom-
plement relacije < na R je relacija > na R.

9.4.3 Kompozitum relacij

Nadalje definiramo kompozitum relacij R € A X Bin S C B X C kot relacijo
SoR C AXC,spredpisom

x(SoR)z &= 3JyeB.xRyAySz
ali ekvivalentno
SoR:={(x,z)e AXC|3IyeB.(x,y) e RA(y,z) € S}.

Se pravi, dasta x € Ainz € C v relaciji S o R, ¢e sta preko S in R povezana s
kakim elementom y € B.

Zgled 9.6. Kompozitum relacij »x je otrok od y«in »z je mati od y« je relacija »z
je babica od x«.

Izrek 9.7. Komponiranje relacij je asociationo in diagonala je enota.

Vaja 9.8. Zgornji izrek zapisi bolj natan¢no, da bo razvidno, kaj so domene in
kodomene relacij.

Dokaz. Najprej dokazimo asociativnost kompozicije. Naj bo R C A X B,
SCBXxCinTCCxDterae Aind € D. Tedaj velja
a(To(SoR))d
dceC.a(SoR)cAcTd
dceC.(AbeB.aRbAbSc)ACcTd 9.1)

in
a(ToS)oR)d
dbeB.aRbAb(ToS)d
dbeB.aRbA(FceC.bScAcTd) (9.2)
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Torej je treba dokazati ekvivalenco izjav (9.1) in (9.2), kar prepusc¢amo za vajo.
Naj namignemo, da je treba pri dokazovanju ekvivalence uporabiti Frobeniuseva
pravilo

IxeX.prgx)) & pAdxeX.qx).

V pravilu je p formula, v kateri x ne nastopa kot prosta spremenljivka.
Dokazimo $e, da je diagonala enota za kompozicijo: najbo R C A X B ter
x € Ain y € B. Tedaj velja

x(ApoR)y

Jdze B.x RzAzApy

JdzeB.xRzAz=y
xRy

V zadnjem koraku smo uporabili ekvivalenco (Ju € U.u = v A P(v)) & P(v).
Podobno dokazemo, da je diagonala desna enota. O

Kompozitum relacij ima torej podobne lastnosti kot kompozitum funkcij.

9.4.4 Potenca relacije

Zan € N definiramo n-to potenco relacije R € A X A kot relacijo R" € A X A
takole:

xR"y &= 3zp,...,zn€A.z0=xANzy =y AVi€0,...,n—1.2; R zj11.

To je precej necitljiva formula. Bolj razumljiva definicija je potenca kot n-kratni
kompozitum relacije R same s sabo:

R":=Ro---0oR
[ —
n

kjer se desni R ponovi n-krat. Kaj dobimo, ko za n vstavimo 0? Enoto za
kompozitum:
R’ = Aa.

9.5 Funkcijske relacije

Funkcijo f : A — B smo definirali kot prirejanje med elementi A in B. A kaj
pravzaprav je »prirejanje«? Je to funkcijski predpis, program, kaj drugega? Sedaj
lahko povemo natan¢éno: prirejanje, s katerim je podana funkcija, je relacija med
elementi domene in kodomene.

Definicija 9.9. Najbo f : A — B funkcija. Graf funkcije f je relacija I'r C A X B,
definirana s predpisom

xIfye fx)=y
ali ekvivalentno

Ir:={(x,y) e AxB| f(x) =y}.
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Skratka, graf funkcije ni ni¢ drugega kot njeno prirejanje. Sedaj pa se vpra-
Sajmo: kaksnim pogojem mora zadoscati relacija R € A X B, da je prirejanje za
neko funkcijo? Odgovor poznamo: biti mora enoli¢na in celovita.

Definicija 9.10. Relacija R € A X B je funkcijska relacija, ¢e je

* celovita: Vx € A.dy € B.x Ry in

¢ enoli¢na: Vx € A.Vy1,y2 € B.x R Y1 AX R Y2 = Y1 =Y.
Ekvivalentno oba pogoja skupaj zapisemo: Vx € A.3'y € B.x R y.

Graf I’y C A X B funkcije f : A — B je vedno funkcijska relacija. Funkcijska
relacija R € A X B doloca preslikavo ¢ : A — B definirano s predpisom

QPr:Xx+— 1y € B.x Ry.

Ce iz funkcije f : A — B tvorimo njen graf I'r, nato pa iz njega funkcijo ¢y A—
B dobimo nazaj prvotno funkcijo f. Obratno, ¢e je R funkcijska relacija, tedaj je
I'y enaka R. Torej imamo izomorfizem

B~ {ReP(AxB)|¥xe A.TlyeB.x Ry}.
Izjava 9.11. Kompozitum funkcij se ujema s kompozitumom relacij: Tgoy = I'g o I'y.

Dokaz. Dokaz prepustimo za vajo, $e prej pa morate izjavo zapisati bolj na-
tan¢no: od kod in kam slikata preslikavi f in g, kaj pomeni kompozitum na levi
in kaj na desni? O

9.6 Ovojnice relacij

Pogosto imamo opravka z relacijo R, ki nima Zelene lastnosti (na primer ni tran-
zitivna) mi pa Zelimo relacijo, ki to lastnost ima. Ali lahko R kako spremenimo,
da bo imela Zeleno lastnost? Ce to lahko naredimo na ve¢ nadinov, ali se eden od
njih odlikuje?

Definicija 9.12. Najbo R € A X A relacija. Tedaj pravimo, dajerelacijaT € AXA
tranzitivna ovojnica relacije R, ¢e velja:

1. T je tranzitivna,

2. RCTin

3. Ceje S € A X A tranzitivnain velja R C S, tedajje T C S.

Povedano drugace: tranzitivna ovojnica relacije R je najmanjSa tranzitivna
relacija, ki vsebuje R. Zaenkratne vemo, ali ima vsaka relacija tranzitivno ovojnico.
Izraz »ovojnica« uporabljamo, ker si lahko mislimo, da smo relacijo ovili s
tranzitivno relacijo tako, da se ji slednja ¢im bolj prilega. Namesto »ovojnica«
reCemo tudi ogrinjaca ali zaprtje.
Poleg tranzitivne ovojnice lahko definiramo tudi druge ovojnice:
* Refleksivna ovojnica relacije R € A X A je najmanjsa refleksivna relacija,
ki vsebuje R.
e Simetri¢na ovojnica relacije R € A X A je najmanj$a simetri¢na relacija, ki
vsebuje R.

[verzija 2025-10-14]



108 Relacije

e Refleksivna tranzitivna ovojnicarelacije R € AXA jenajmanjsa refleksivna
in tranzitivna relacija, ki vsebuje R.
Ali take ovojnice sploh obstajajo? Obravnavajmo le tranzitivne ovojnice, saj so
ostali dokazi zelo podobni. Klju¢no pri dokazu obstoja tranzitivne ovojnice je
naslednje dejstvo.

Lema 9.13. Naj bo A mnoZica in R : I — P(A X A) druZina relacij na A. Ce za vsak
i € I velja, da je R; tranzitivna relacija, potem je tudi presek (" R tranzitivna relacija.

Dokaz. 1z definicije preseka druZine mnoZic (relacije so le posebne mnoZice)
sledi
x(NR)y & Viel.xR;y.

Dokazimo, da je (R tranzitivna. Naj bodo x,y,z € A in denimo, da velja
x(NR)y in y(M R)z, kar je ekvivalentno

Viel.xR;y in Vje [.yRjz.

Dokazati moramo x((1) R)z, kar je ekvivalentno Vk € I.xRiz. Naj bo torej
k € I, dokazujemo xRyz. Uporabimo Vi € I.xR;y prii = k in dobimo xRyy.
Uporabimo Vj € I.yR;z pri j = k in dobimo yRyz. Po predpostavki je Ry
tranzitivna relacija, torej velja xRy z. O

Izrek 9.14. Vsaka relacija ima enolicno tranzitiono ovojnico.

Dokaz. Najprej premislimo, da ima R najve¢ eno tranzitivno ovojnico: ¢e sta S
in T obe tranzitivni ovojnici R, potem iz definicije tranzitivne ovojnice sledi S € T
inT C S, torejvelja$S =T.

Sedaj pokazimo, da R ima tranzitivno ovojnico. Najbo R € AXA. Definirajmo
mnoZico relacij

D:= {S CAXA|RCSinSje tranzitivna} .

Trdimo, daje () D tranzitivna ovojnica relacije R. 1z prejsnje leme sledi, daje (N D
tranzitivna. Ker velja R C S za vsak S € D, sevedasledi R € N D. CejeRC T
inT C A X A tranzitivna relacija, tedaj velja T € D, torejje D C T. m]

Po istem kopitu pokazemo, da ima vsaka relacija R € A X A tudi ostale
ovojnice. Je pa zgornji izrek neroden, ker nam dokaz ne poda uporabnega opisa
tranzitivne ovojnice. Povejmo, kako lahko razne ovojnice opisemo bolj eksplicitno:

1. Refleksivna ovojnica relacije R je relacija R U Ay, se pravi, da relaciji R

dodamo Se diagonalo.

2. Simetri¢na ovojnica relacije R je relacija R U RT.

3. Tranzitivna ovojnica relacije R je relacija R* := U,»1 R", se pravi

R*:=RURoR)U(RoRoR)U:--
4. Refleksivna tranzitivna ovojnica relacije R je relacija R*:= U, > R", se pravi

R*:=ApURU(RoR)U(RoRoR)U:--
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10.1 Ekvivalenc¢ne relacije

Definicija 10.1. Relacija R € A X A je ekvivalen¢na relacija, Ce je refleksivna,
tranzitivna in simetri¢na. Kadar velja x R y, pravimo, da sta x in i ekvivalentna
gledena R.

Opomba 10.2. Kdor rece »ekvivalentna relacija«, je noob. Kdor rece, da sta »x in
y ekvivalenc¢nac, je rookie.

Ekvivalen¢ne relacije se obi¢ajno oznacuje s simboli, ki so podobni znaku za
enakost: =, ~, ~, =,

Zgled 10.3. Primeri ekvivalen¢nih relacij:
1. Relacija »vzporednost« med premicami v ravnini.
Relacija »skladnost« med trikotniki v ravnini.
Relacija »podobnost« med trikotniki v ravnini.
Relacija »isti ostanek pri deljenju s 7« na mnoZici N.
Prazna relacija @ C A X A je ekvivalen¢na le v primeru, daje A = 0.
Polna relacija A X A je ekvivalen¢na.
Diagonala (enakost) je ekvivalen¢na relacija.

NSk WD

10.1.1 Ekvivalencna relacija porojena s preslikavo

Posebej pomemben je primer ekvivalencne relacije porojene (ali inducirane) s
preslikavo: naj bo f : A — B preslikava in definirajmo relacijo ~f na A s
predpisom
x~py e fx) = fy)
Tedaj je ~ ekvivalencna relacija:
e refleksivnost: x ~¢ x velja, ker velja f(x) = f(x),
e tranzitivnost: ¢eje x ~f yin y ~¢ z, potemje f(x) = f(y) in f(y) = f(z),
torej f(x) = f(z) inx ~f z,
* simetri¢nost: ¢e je x ~¢ y, potem je f(x) = f(y), torej f(y) = f(x) in
Y ~fx.
Ali je vsaka ekvivalen¢na relacija porojena z neko preslikavo?
Zgled 10.4. Premici sta vzporedni natanko tedaj, ko imata enaka smerna vektorja.
Ce je torej P mnoZica vseh premic, R*? mnoZica vektorjev v ravnini, in s : P —
R? preslikava, ki premici P priredi njen enotski smerni vektor, ki leZi v zgornji
polravnini ali na pozitivnem delu osi x, tedaj velja

pll g e s(p)=s(q).
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Torej je vzporednost porojena s preslikavo s.

10.2 Ekvivalenéni razredi in kvocientne mnoZice

Definicija 10.5. Naj bo E € A X A ekvivalenc¢na relacija. Ekvivalen¢ni razred
elementa x € A je mnozica [x]g := {y € A | x Ey}. Z besedami: ekvivalenéni
razred x je mnoZica vseh elementov, ki so mu ekvivalentni.

Opomba 10.6. Kdor rece »ekvivalentni razred«, je newbie. Ce pustimo %alo
ob strani: ekvivalencni razredi se tako imenujejo zaradi zgodovinskih razlogov.
Beseda »razred« nakazuje dejstvo, da so imajo elementi ekvivalenc¢nega razredi
vsi nekaj skupnega (»delavski razred«, »Iina Maze je razred zase«) in ne, da niso
mnozice (saj o¢itno so).

Definicija10.7. Najbo E C A X A ekvivalen¢na relacija. Kvocientna ali faktorska
mnozica ali kvocient A/E je mnoZica vseh ekvivalen¢nih razredov:

AJE:={Ee€P(A)|Ixe A.E =[x]e}.
Z izpeljanimi mnoZicami lahko to zapisemo bolj razumljivo
AJE ={[x]g | x € A}.

Kanoni¢na kvocientna preslikava gg : A — A/E je preslikava, ki vsakemu
elementu priredi njegov ekvivalené¢ni razred: qg(x) := [x]E.

Izrek 10.8. Vsaka ekvivalencna relacija je porojena z neko preslikavo.

Dokaz. Dokazimo, da je ekvivalencna relacija porojena s svojo kvocientno
preslikavo.
Naj bo E ekvivalen¢na relacija na A. Najprej ugotovimo naslednje: za vse
X,y € Avelja
xEy e [x]e= [yl

(=) Ceje x E y potem je [x]g C [y]g, kerizz E xinx E y sledi z E y.
Podobno dokazemo [y]g C [x]E.

(&) Ceje[x]e = [y]e potemie y € [y]e = [x]g, torej po definiciji [x]r dobimo
xEuy.

Sedaj izrek sledi zlahka: qr(x) = qe(y) © [x]g = [yl © x E v. O

10.2.1 Razdelitev mnoZice

Definicija10.9. Razdelitev ali particija mnoZice A je mnoZica nepraznih, paroma
disjunktnih mnozic, ki tvorijo pokritje A (kar pomeni, da je A enaka njihovi uniji).
Se pravi, to je mnozica S € P(A), za katero velja:

1. Elementi razdelitve so neprazni: VB € S.B # 0.

2. Vsaka dva elementa razdelitve sta bodisi enaka bodisi disjunktna:

VB,CeS.B=CVBNC=0.

3. Elementi razdelitve tvorijo pokritje A, se pravi A = U S.
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Zgled 10.10. Primeri razdelitev:
1. Navpicne premice tvorijo razdelitev ravnine.
2. MnoZici sodih in lihih Stevil tvorita razdelitev naravnih Stevil.
3. Mnozica {{1,2},{3,5},{4,6,7}} tvori razdelitev {1, 2, 3,4,5,6,7}.
4. Mnozica {{1,2,3,4,5,6,7}} tvori razdelitev {1,2,3,4,5,6,7}.

Izrek 10.11. Najbo E C A X A ekvivalencna relacija. Njeni ekvivalencni razredi tvorijo
razdelitev mnoZice A.

Dokaz. DokaZzimo, da so ekvivalen¢ni razredi neprazni, paroma disjunktni in
da tvorijo pokritje.

Najbo & € P(A) ekvivalencni razred za E. Tedaj obstaja x € A, daje & = [x]E,
torejje x € & in zato & # 0.

Naj bosta C, & € P(A). Dokazalibomo CNE #0 = C = &. Ce jexeCnNé,
potem velja C € & ker: najbo y € (, tedajjey E x inkerje x € & veljay € &.
Simetri¢no dokazemo & C C.

O¢itno je unija vseh ekvivalenénih razredov podmnozica A, saj je vsak ekviva-
len¢ni razred podmnoZica A. Zagotovo pa je vsak x € A v kakem ekvivalen¢nem
razredu, namre¢ x € [x]E. O

Torej vsaka ekvivalen¢na relacija na A doloca razdelitev mnozice A, namre¢
na ekvivalen¢ne razrede. Velja pa tudi obrat: vsaka razdelitev S C P (A) dolo¢a
ekvivalenc¢no relacijo na A, namre¢ ~g definiran s predpisom

xx~sy = dBeS.x€BAyce€B.

Z besedami: x in y sta ekvivalentna, kadar sta v istem elementu razdelitve.
Pravzaprav smo ugotovili, da imamo izomorfizem mnozic

{ECAXA | E je ekvivalen¢na relacijana A} = {S € P(A) | S je razdelitev A} .

V eno smer izomorfizem ekvivalencni relaciji E priredi njeno razdelitev, v drugo
pa razdelitvi priredimo ekvivalenc¢no relacijo, kakor smo to opisali zgoraj. (Pre-
mislite, da sta ti preslikavi inverza.)

10.2.2 Prerezi kvocientne preslikave in aksiom izbire

Ekvivalen¢ni razred je natanko dolocen Ze z enim od svojih elementov, zato po-
gosto Zelimo namesto ekvivalencnih razredov navesti le njihove predstavnike.

Definicija 10.12. Najbo E ekvivalen¢na relacijana A. Mnozico C C A, ki vsak ek-
vivalen¢ni razred relacije E seka natanko enkrat, imenujemo izbor predstavnikov
(ekvivalen¢nih razredov) za relacijo E.

Izbor predstavnikov C C A za E doloca preslikavo ¢ : A/E — A, ki priredi
ekvivalen¢nemu razredu ¢ tisti x € &, ki je element C:

c:AJE— A
c:E—>xeé.xeC
Preslikava ¢ : A/E — A je prerez kvocientne preslikave qg : A — A/E.

Izjava 10.13. Cejes : A/E — A prerez kvocientne preslikave qg : A — A/E, potem
je njegova slika s.(A/E) = {c(&) | £ € A/E} izbor predstavnikov za E.
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Dokaz. Vaja. O

Ker izbor predstavnikov in prerez kvocientne preslikave doloc¢ata drug dru-
gega, vCasih tudi prerez imenujemo »izbor predstavnikov«.

Zgled 10.14. Definirajmo ~ na mnozici celih stevil Z s predpisom
a~b &= 7|a-b.

Torej sta tevili a in b ekvivalentni, ¢e dasta enak ostanek pri deljenju s 7, na primer
13 ~ 20 in =(13 ~ 15). Ekvivalen¢ni razred $tevila a dobimo tako, da a pristejemo
vse veckratnike Stevila 7:

[al.={a+7 k| keZ}.
Na primer,
[13]. ={7-k+13| ke Z} ={...,-22,-15,-8,-1,6,13,20,27,34,41, ...} .
Koliko pa je ekvivalen¢nih razredov? Toliko, kot je ostankov pri deljenju s 7, torej
sedem. Mnozica {0,1,2,3,4,5, 6} je izbor predstavnikov za ~, saj je vsako celo

Stevilo ekvivalentno natanko enemu od teh stevil po modulu 7. Ni pa to edini
izbor! Tudi {0, 1,2, 3,4, 5,13} je izbor in prav tako {-7, -6, -5, —4, =3, -2, —1}.

Ali ima vsaka ekvivalenc¢na relacija izbor predstavnikov? Da to vprasanje ni
tako enostavno, kot se zdi na prvi pogled, doma premislite o naslednji nalogi.

Vaja 10.15. Na mnoZici realnih stevil R definiramo relacijo E s predpisom
xEy &= x-yeQ.

Se pravi, da sta Stevili ekvivalentni, ¢e je njuna razlika racionalno stevilo. Podajte
kak izbor predstavnikov za E.

Izrek 10.16. Naslednje izjave so ekvivalentne:
1. Vsaka surjektiona preslikava ima desni inverz (prerez).
2. Vsaka ekvivalencna relacija ima izbor predstavnikov.
3. Vsaka druZina nepraznih mnoZic ima funkcijo izbire.
4. Produkt druZine nepraznih mnoZic je neprazen.

Dokaz. (1 = 2): Najbo E C A X A ekvivalen¢na relacija na A. Tedaj je
ge : A — A/E surjektivna, zato ima po predpostavki (1) prerez, ki dolo¢a izbor
predstavnikov.

(2 = 3): Najbo A : I — Setdruzinanepraznih mnozic. Najbo ~ ekvivalen¢na
relacija na koproduktu K := }};e; A;, porojena s prvo projekcijo pr, : S — I, tj.,

ini(x) ~inj(y) ®i=j.

Po predpostavki (2) obstaja izbor predstavnikov za ~, se pravi taka mnozica C C K,
da za vsak u € K obstaja natanko en v € C, da je pr,(u) = pr,(v). Definirajmo
f 1 — UA s predpisom

f(i)==wx e A;.ini(x) e C

O¢itno je f funkcija izbire za druZzino A, ¢e je izraz na desni veljaven:

[verzija 2025-10-14]



10.2 Ekvivalen¢ni razredi in kvocientne mnoZice 113

* Enoli¢nost: iz in;(x) € C inin;(y) € C sledi in;(x) = in;(y).

* Celovitost: ker je A; neprazna, obstaja z € A;, torej obstaja v € C, da je
i = pr,(inj(z)) = pr,(v), in je potemtakem pr,(v) € A; element, za katerega
velja in;(pr,(v)) € C.

(3 = 4): Elementi produkta so funkcije izbire, zato je produkt res neprazen,
e obstaja kaka funkcija izbire.

(4 = 1): Najbo f : X — Y surjektivna. Definirajmo druzino A : Y — Sets
predpisom A, = f *({y}). Kerje f surjektivna, je A druzina nepraznih mnozic.
Po predpostavki (4) je produkt te druzine neprazen, torej vsebuje neko funkcijo
izbire ¢ : Y — U A, se pravi, daje f(c(y)) = y za vsak y € Y. Opazimo Se, da je
UA =Y, torejje c prerez f. m]

Izbor predstavnikov je torej ekvivalenten Se nekaterim drugim trditvam. Pa
te veljajo? Za to potrebujemo aksiom.

Aksiom 10.17 (Aksiom izbire). Vsaka druZina nepraznih mnoZic ima funkcijo izbire.

Se pravi, ¢eje A : I — Set taka druzina mnozica, da za vsak i € [ velja A; # 0,
tedaj obstaja f : I — (U A, za katerega je f(i) € A; zavse i € I. O aksiomu izbire
bomo Se govorili.

10.2.3 Univerzalna lastnost kvocientne mnoZice

Naj bo E ekvivalen¢na relacija na A in B mnozica. Pogosto Zelimo definirati
preslikavo

f:AJE—B
s pomodjo preslikave A — B. Kdaj lahko to naredimo?

Izrek 10.18. Naj bo E ekvivalencna relacijana A in § : A — B preslikava, ki je skladna
z E, kar pomeni da g slika ekvivalentne elemente v enake: Vx,y € A.x E y = g(x) =
g(y). Tedaj obstaja natanko ena preslikava f : AJE — B, daje f([x]g) = g(x) za vse
x € A, ali drugace povedano, f o qg = g.

Dokaz. DokaZimo najprej, da imamo najvec eno tako preslikavo. Denimo da
zafi:AJE = Bin f, : AJE — Bvelja fi o qg = f2 o gg. Ker je g surjektivna, je
epi in jo smemo krajsati na desni, od koder res sledi f; = f,.

Sedaj dokazimo, da f obstaja. V ta namen najbo ¢ € A/E X B relacija

OE,y) = TxeA.xelAnglx)=y.

Trdimo, da je ¢ funkcijska relacija:
* Enoli¢nost: ¢e je ¢(&, y1) in ¢(&, y2), potem obstajata x1,x, € &, da je
g(x1) = y1 in g(x2) = y». Ker pa velja x; E x; in je ¢ skladna z E, sledi
y1 = g(x1) = g(x2) = .
* Celovitost: najbo & € A/E. Tedaj obstaja x € £. O¢itno velja g(&, g(x)).
Naj bo f : A/E — B preslikava, ki je dolo¢ena s funkcijsko relacijo ¢. Za x € A
velja ¢([x]g, f([x]E)), od tod pa iz definicije ¢ sledi tudi g(x) = f([x]E). O
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Opomba 10.19. Profesorja prosite, da pojasni ali sem zapiSe, zakaj se rece »uni-
verzalna lastnost« kvocientne mnoZice.

10.3 Kanonic¢na raz¢lenitev preslikave

Najbo f : A — B preslikava. Naj bo ~ ekvivalen¢na relacija na A, ki jo porodi
f,ingf : A — A/E kanoni¢na kvocientna preslikava (morali bi jo pisati g~ £
kar je netitljivo). Najbo i : f.(A) — B kanoni¢na inkluzija slike f v kodomeno.
Preslikava f : A — f.(A) je skladna s ~, zato obstaja (natanko ena) preslikava
by Alf — f.(A), daveljabs([x]-) = f(x). Trdimo:

1. f=ifobfogysin

2. gy je surjektivna, b je bijektivna in iy je injektivna.
Rac¢unajmo: f(x) = be([x]-) = if(bs([x]-)) = if(br(gs(x))), za vse x € A, od
koder sledi prva trditev.

Vemo Ze, da je kanoni¢na kvocientna preslikava surjektivna in kanoni¢na
inkluzija injektivna. Ostane nam 3e bijektivnost preslikave b:

* by je injektivna: najbosta &, C € A/(~¢) in denimo, da velja b¢(&) = bs(C).

Obstajata x, ¥ € A, daje & = [x]. in C = [y]-.. Velja

fx) =ip(br(gp(x))) =ip(bs(&)) = if(bp(Q) = if(br(qr(y)) = f(y),
torejje x ~5 y in zato & = [x]. = [y]. = C.

* by je surjektivna: najbo u € f.(A). Tedaj obstaja x € A, dajeu = f(x).
Vzemimo & = [x]g in preverimo: bs(&) = br([x]~) = f(x) = u.

[verzija 2025-10-14]
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11.1 Relacije urejenosti

Definicija 11.1. Relacija R € A X A je:
1. Sibka urejenost, ko je refleksivna in tranzitivna,
2. delna urejenost, ko je refleksivna, tranzitivna in antisimetri¢na,
3. linearna urejenost, ko je delna urejenostin je strogosovisna (Vx,y € A.x R
¥y VyRx).

Za relacije urejenosti ponavadi uporabljamo simbole, ki spominjajo na znak
<, kotso <, C, Cipd.

Zgled 11.2. Primeri urejenosti:

1. Relacija deljivosti na naravnih $tevilih je delna urejenost.
Relacija deljivosti na celih stevilih je Sibka urejenost, ni pa delna urejenost.
Relacija < na realnih $tevilih je linearna urejenost.
Relacija € na P(A) je delna urejenost. Za katere mnozZice A je linearna?
Relacija = je delna urejenost. Imenuje se tudi diskretna urejenost.

Ol W N

Definicija 11.3. V delni ureditvi (P, <) je veriga taka podmnozica V C P, ki je
linearno urejena z relacijo <, se pravi Vx,y € V.x < y Vy < x. Antiveriga
je taka podmnozica A C P, ki je diskretno urejena z relacijo <, se pravi Vx,y €
Ax<y=>x=y.

Zgled 11.4.

Zgled 11.5. Primeri verig in antiverig:

¢ Ceje (P, <) linearno urejena, je vsaka njena podmnoZica veriga. Na primer,
vsaka podmnozica N je veriga glede na <.

* Potence Stevila 2 tvorijo verigo v N glede na relacijo deljivosti.

* Prastevila tvorijo antiverigo v N glede na relacijo deljivosti.

e V(P(Q), S)imamonestevno verigo V = {S € P(()Q) | Sjedoljna mnoiica}.
Mnozica S € Qje doljna, e velja Vxy € Q. x < y Ay € Q = x € Q. Res,
vsak Dedekindov rez je doljna mnoZica, le-teh pa je nestevno mnogo.

11.1.1 Hassejev diagram

Konéno delno ureditev (A, <) lahko predstavimo s Hassejevim diagramom: ele-
mente mnoZice A nariSemo tako, daje x pod y, kadar velja x < y. Nato povezemo
vozlis¢i x in y, e je y neposredni naslednik x, se pravi, da velja x # y, x < y in
izx<z<ysledix=zVz=y.
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Vaja 11.6. Narisite Hassejev diagram relacije deljivosti na mnozici {0, 1, ..., 10}
ter Hassejev diagram relacije € na mnozici P((){a, b, c}).

Vaja 11.7. Kako v Hassejevem diagramu prepoznamo verigo? In kako prepo-
znamo antiverigo?

11.1.2 Operacije na urejenostih

Obratna urejenost

Ce je < delna urejenost na P potem je tudi transponirana relacija >, definirana z
xz2yeox<y,

delna urejenost na P. Ce je < linearna, je > linearna.

Produktna in leksikografska urejenost

Naj bosta (P, <p) in (Q, <) delni urejenosti. Na kartezi¢nem produktu P X Q
lahko definiramo dve urejenosti.
Prva je produktna urejenost

(x1,11) Sx (x2,12) = M1 <pX2AY1 <0 W2

in druga leksikografska urejenost

(X1, 11) Stex (X2, 12) &= (x1 #Fx2 Ax1 <p x2) V (x1 = X2 A Y1 <0 Y2)-
Vaja 11.8. Kako si predstavljamo produktno in leksikografsko ureditev na [0, 1] X

[0,1], &e [0, 1] uredimo z obicajno relacijo <? Na sliki oznacite obmogji

{(x,y) e [0,11x[0,11] (1/2,1/3) <x (x, )}
in
{(x,y) € 10,110,711 (1/2,1/3) Siex (x, )}
Izjava 11.9. Produktna in leksikografska urejenosti sta delni urejenosti. Leksikografska

urejenost linearnih urejenosti je linearna.

Dokaz. Dejstvo, da je produktna urejenost refleksivna, tranzitivna in antisi-
metri¢na, pustimo za vajo. Preverimo, da je leksikografska urejenost <i.x delna
urejenost.

Dokaz, da je <jey je refleksivna: za vsak (x,y) e Px Qvelax =x Ay C y,
torej velja (x, y) E (x, y).

Dokaz, da je <je je antisimetri¢na: naj bosta (x1,y1), (X2, ¥2) € P X Q in
denimo, da velja

(x1, Y1) <tex (X2, Y2) A (X2, Y2) Stex (X1, Y1)
To je ekvivalentno

(X1 £Zx2AX1 <pX2oAX2# X1 AXy <p X1)V
(X1 #X2AX1 Sp X2 AX2=X1 AY2 <0 Y1)V
(X1 =x2AYy1 QY2 AXp # X1 AXp <p x1)V
(x1=x2Ay1 <Q Y2 A X2 = X1 A Y2 <0 Y1).
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Cev zgornji formuli upostevamo, da je x1 # x2 A X1 = X3, vidimo, da sta drugi in
tretji disjunkt ekvivalentna L, zato je izjava ekvivalentna:

(X1 Z2XAX1SpAyAXo F#FX1 AXp <pX1)V

(x1 =x2Ay1 SQ Y2 A X2 = X1 AYa <0 Y1).

A tudi prvi disjunkt je ekvivalenten L, ker iz x1 <p x2 A X2 <p x1 sledi x; = x»,
saj je <p po predpostavki antisimetri¢na. Torej ostane samo zadnji disjunkt, ki je
ekvivalenten

X1 =X2AY1 =0 Y2 AY2 =Q V1.

Ker je <g antisimetri¢na, sledi x1 = x2 in y1 = Y5, kar smo Zeleli dokazati.
Dokaz, da je <jex tranzitivna: naj bodo (x1, y1), (x2, y2), (x3,y3) € P X Q in
denimo, da velja

(x1, Y1) Stex (X2, ¥2) A (X2, Y2) <iex (X3, ¥3)-

To je ekvivalentno

(X1 #FX2AX1<pxyAXo#X3A Xy <pX3)V
(X1 £x2AXx1 <p X2 AXo=x3 A Y2 <Q Y3) V
(x1=xAYy1 QY2 AXp #x3A X2 <p x3) V
(X1 =x2AYy1 <Q V2 Ax2 =x3 A Y2 <0 Y3)

Obravnavajmo §tiri primere in v vsakem od njih dokazimo (x1, 1) <iex (x3, ¥3),
se pravi (1 2x3Ax1<px3)V(xy=x3A Y1 <Q ]/3):

1. Ce velja x1 # x2 A x1 <p X2 A X2 # X3 A x2 <p x3: ker je < tranzitivna sledi
x1 <p x3, poleg tega pa velja x1 # x3: ¢ebiveljalo x; = x3, biiz predpostavk
dobili x3 <p x3 A x2 <p x3, od koder bi sledilo x, = x3, kar je v protislovju
s predpostavko x # x3.

2. Ce velja x1 # X2 A x1 <p X2 A X3 = X3 A Y < Y3: Ker je xo = x3 iz prvih
dveh predpostavk sledi x1 # x3 A x1 <p x3.

3. Ce velja x1 = X2 Ay1 < Y2 A X2 # X3 A xp <p x3: ker je x; = x7 iz zadnjih
dveh predpostavk sledi x1 # x3 A x1 <p x3.

4. Ceveljax; = X2 A1 <0 Yo A X2 = X3 A Y2 <0 V3! torejje X1 = x3 ker je =
tranzitivna in i1 <g Y3 ker je <g tranzitivna.

Nazadnje preverimo Se, da je <jex linearna, ¢e sta < in <@ linearni. Naj bosta
(x1, 1), (x2, y2) € P X Q. Dokazati zelimo

(x1, 1) = (x2,2) V (x2,y2) < (x1, 1)
To je ekvivalentno disjunkciji

(x1 #x2Ax1 <p x2) V
(x1 =x2Ay1 <Q ¥2) V
(XZ X1 AXy Zp xl)\/

(x2 =x1 Ay <0 1),
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kar je ekvivalentno

(x1 #x2 A (x1 <px2 V2 <px7))V

(x1 =x2 A (y1 <0 V2V 2 <0 ¥1))-
Ker sta <p in < linearni, je to ekvivalentno
(x1ZX02AT)V(X1=x2AT),

kar je ekvivalentno
(x1 # x2) V (1 = x2).

To pa drzi po zakonu o izkljuceni tretji moZznosti. S tem je linearnost <je,, doka-
zana. m]

Vsota urejenosti

Naj bosta (P, <p) in (Q, <) delni urejenosti. Na vsoti P + Q lahko definiramo
urejenost <, s predpisom:

u<yv = (@Ax,yeP.u=inj(x)Av=in(y) Ax <py)V

(3s,t € Q.u=iny(s) Av =in,(t) As < t).

Zaporedna vsota urejenosti

Naj bosta (P, <p) in (Q, <) delni urejenosti. Na vsoti P + Q lahko definiramo
urejenost <_, s predpisom:

u<,v = (Ax,yeP.u=inj(x)Av=in(y) Ax<py)V
(IxeP.3Fs € Q.u=in(x) Av =iny(s)) V
(3s,t € Q.u=iny(s) Av =iny(t) As <g t).

Torej so vsi elementi P pred vsemi elementi Q. Zaporedna vsota linearnih ureje-
nosti je linearna.

Potenca urejenosti

Naj bo (P, <) delna urejenost in A mnoZica. Na eksponentni mnozici P4 lahko
definiramo urejenost < s predpisom:

f<g &= VxeA.f(x)<gkx).
Vaja 11.10. Ali je < linearna, kadar je < linearna?
Delna urejenost, inducirana s $ibko ureditvijo
Naj bo (P, <) sibka ureditev. Relacija ~ na P, definirana s predpisom
x~y &= x<yAy<yx,
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je ekvivalen¢na relacija. Na kvocientu P/~ lahko definiramo relacijo < s predpi-
som
[x] < [y] &= x<y.

Treba je preveriti, da je relacija dobro definirana, saj smo uporabili predstavnike
ekvivalen¢nih razredov. Se pravi, ali velja

x~x'ANy~yY=>x<yex<y)y
Pa preverimo. Denimo, da velja x,y,x’, ¥’ € Pinx ~ x"iny ~ y’. Torej velja
x<xXAX<xAy<y Ay Ax.

Sedaj dokazimox <y & x" < y”:
1. Cevel]ax < ypotemx <x=<y
2. Ceveljax’ < i/, potem x < x’ <
Torej je < dobro definirana.

<y
y' <y

Izjava 11.11. Relacija, ki je inducirana s Sibko ureditvijo, je delna ureditev.

Dokaz. Refleksivnost in tranzitivnost < sledita iz refleksivnosti in tranzitivno-
sti <. Preverimo antisimetri¢nost: denimo, da velja [x] < [y] in [y] < [x]. Tedaj
veljax < yiny < x, torej velja x ~ y in [x] = [y]. m]

Zgled 11.12. Obravnavajmo cela $tevila Z in deljivost |, ki je $ibka ureditev. Za
vse k, m € Z velja

k~moek|mAam|keo |kl =|m|.

Torej je Z/~ = N, kjer izomorfizem preslika [k] +— |k|. Delna ureditev na Z/~
inducirana z deljivostjo je spet deljivost (ko jo prenesemo iz Z/~ na N s pomoc¢jo
izomorfizma).

11.1.3 Monotone preslikave

Definicija 11.13. Preslikava f : P — Q med delnima urejenostma (P, <p) in
(Q, <) je monotona (ali naras¢ajoca), ko velja Vx,y € P.x <p y = f(x) <o

f(y).

Definicija 11.14. Preslikava f : P — Q med delnima urejenostma (P, <p) in
(Q, <) je antitona (ali padajoca), ko velja Vx,y € P.x <p y = f(y) <g f(x).

Opomba 11.15. V analizi »monotona« pomeni »monotona ali antitona«. To ni ni¢
¢udnega, ker »dan« tudi pomeni »dan in no¢».

Izrek 11.16. Kompozicija monotonih preslikav je monotona. Identiteta je monotona.

Dokaz. Naj bosta f : P — Q in ¢ : Q — R monotoni preslikavi med
delnimi urejenostmi (P, <p), (Q, <q) in (R, <g). Ceje x <p y, potem je zaradi
monotonosti f tudi f(x) <o f(y), nato paje zaradi monotonosti g spet g(f(x)) <r
g(f(y)). Identiteta je o¢itno monotona. O
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Zgled 11.17. Primeri monotonih preslikav:
1. Konstantna preslikava je monotona.
2. Sestevanje + : RXR — Rje monotona operacija glede na produktno ureditev
na R XR.
3. Mnozenje X : R X R — R ni monotona operacija.

11.1.4 Meje

Definicija 11.18. Naj bo (P, <) delna urejenost, S C P in x € P:

* X je spodnja meja podmnozice S, ko veljaVy € S.x < y,

* X je zgornja meja podmnozice S, ko veljaVy € S.y < x,

* x je infimum ali najvedja spodnja meja ali natancna spodnja meja pod-
mnozice S, ko je spodnja meja S in velja: za vse y € P, ¢e je y spodnja meja
S,potemje y < x,

* x je supremum ali najmanjSa zgornja meja ali natancna zgornja meja
podmnozZice S, ko je zgornja meja S in velja: za vse y € P, ¢e je y zgornja
meja S, potemijex <y,

* X je minimalni element podmnozice S, koveljax € SinVy € S.y < x =

x=y,
* xje maksimalni element podmnozice S, koveljax € sinVx € S.x <y =
x=y,

* X je najmanjsi ali prvi element ali minimum podmnozice S, ko velja x € S
inVyeS.x<y,

* X je najvedji ali zadnji element ali maksimum podmnozice S, ko velja x € S
inVyeS.y<x.

Opomba 11.19. Minimalni element ni isto kot minimum (in maksimalni element
ni isto kot maksimum).

Kadar govorimo o »prvem elementu« ali »maksimalnem elementu« in ne
povemo, na katero podmnozZzico se nanasa element, imamo obicajno v mislih kar
celotno delno ureditev.

Izrek 11.20. Naj bo (P, <) delna urejenost in S C P. Tedaj ima S najvec¢ en infimum in
najvec en supremum, ki ju zapisemo inf S ter sup S, kadar obstajata.

Dokaz. Denimo, da sta x in y oba infimum S. Ker je y spodnja meja za S in
X njen infimum, velja y < x. Podobno velja x < y, torej x = y. Za supremum je
dokaz podoben. O

Zgled 11.21. Supremum konéne neprazne mnozice S C N za relacijo deljivosti |
je najmanjsi skupni veckratnik elementov iz S. Infimum je najvedji skupni delitel;.
Kaj pa, ¢e je S prazna ali neskonéna?

11.1.5 Mreze

Definicija 11.22. Naj bo (P, <) delna urejenost:
1. (P, <) je mreZza, ko imata vsaka dva elementa x, y € P infimum in supre-
mum.
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2. (P, <) je omejena mreZa, ko ima vsaka kon¢na podmnozica P infimum in
supremum.
3. (P, <) je polna mreZa, ko ima vsaka podmnozZica P infimum in supremum.
Infimum in supremum elementov x in y piSemo x A y in x V y.

Izrek 11.23. Delna urejenost (P, <) je omejena mreza natanko tedaj, ko ima najmanjsi
element in najvecji element, ter imata vsaka sva elementa infimum in supremum.

Dokaz. Denimo, da je (P, <) omejena mreza. Tedaj P ima najman;jsi element,
namre¢ sup 0, in najvedji element, namre¢ inf ). Infimum in supremum x in y sta
seveda inf {x, y} in sup {x, y}.

Denimo, da ima P najmanjsi element Lp in najvedji element Tp, vsaka dva
elementa pa imata infimum in supremum. Najbo S C P kon¢na mnozZica:

1. ¢eje S =0, potemjeinfS = Tpinsup S = Lp,
2. Ceje S ={x1,...,xp,} zan >0, potemjeinfS = inf{x1,...,x,—1} V x5, in
supS =sup{x1,...,Xp-1} V Xp.
O

Zgled 11.24. Primeri mreZz:
1. Mnozica 2 = {1, T} je omejena mreZa za relacijo =.
Relacija deljivosti na mnozici pozitivnih naravnih Stevil je omejena mreZza.
Poten¢na mnozZica P(A), urejena z C, je polna mreZa.
Zaprti interval [a, b], urejen z <, je polna mreZa.
Realna stevila R, urejena z <,

Gl LN
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12 Indukcija in dobra osnovanost

12.1 Dobra osnovanost

12.1.1 Indukcija na naravnih Stevilih

Poznamo Ze indukcijo na naravnih Stevilih. ZapiSemo jo lahko na dva nacina, kjer
naslednika $tevila n ozna¢imo n*:
1. Kot aksiom o predikatih na naravnih stevilih:

P(0) A (Vn e N.p(n) = p(n™)) = VYm € N. ¢p(m)
2. Kot lastnost podmnoZic naravnih stevil:

VSeP(N).0e SA(VkeN.keS=k"eS)=S5S=N

Uporabljali bomo verzijo s podmnozicami. Najprej jo predelajmo v ekvivalentno

obliko:

VSeP(N).0e SA(VkeN.keS=k"e€S)=S=N ()
VSeP(N).0oe SA(VmeN.VkeN. kTt =m=keS)=meS)=S5S=N
()

VSeP(N).(¥meN.(VkeN. kT =m=>keS)=meS)=S=N.

Kaj smo dosegli? Bazo indukcije in indukcijski korak smo zdruZili v eno samo
predpostavko

VmeN.(VkeN.k =m=keS)=meS (12.1)

Ce vstavimo m := 0, dobimo:

(VkeN.kT=0=keS)=0€8S (o)
(VkeN.L=keS)=0€S ()
(VkeN.T)=>0€S ()
T=0€S ()
0eS

Ce vstavimo m := n* dobimo:

(VkeN.k"=nt*=>keS)=n" €S ()
(VkeN.k=n=keS)=n"€S (o)
neS=n"eSs
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To pa sta ravno obicajna pogoja za indukcijo.
Ali lahko izrazimo indukcijo na naravnih $tevilih tudi brez operacije nasle-
dnik? Da, s pomocjo relacije <:

VSeP(N).(YmeN.(VkeN.k<m=keS)=>meS)=5=N

Temu principu pravimo tudi krepka indukcija, z besedami jo povemo takole: za
podmnozico S € N velja S = N, ¢e za vse m € N velja »e so vsa $tevila manjsa
od m v S, potem je tudi m v S«.

Denimo, da S res ima dano lastnost. Alije 0 € S? Da, ker za vse predhodnike
0 velja, da so S (saj jih ni). Alije 1 € S? Da, saj za vse predhodnike 1 velja, da so
v S. Alije 2 € S? Da, saj za vse predhodnike 2 velja, da so v S. In tako naprej.
12.1.2 Dobra osnovanost

Princip indukcije na naravnih $tevilih posplo$imo, pri ¢emer izhajamo iz principa
indukcije, izraZenega s pomocjo lastnosti (12.1), v kateri relacijo »neposredni
predhodnik« nadomestimo s splo$no relacijo.

Definicija 12.1. Relacija R € A X A je dobro osnovana, kadar velja
VSePA).(Vye A.(Vxe A xRy=xeS)=yeS)=5=A. (122)
Mnozici S € A, ki zados¢a pogoju
Vye A.(Vxe A xRy=xeS)=>yeSs
pravimo R-progresivna mnozica ali, da je S progresivna za R.

Pogoj (12.2) je indukcijski predpis za dobro osnovano relacijo R. Nekatere
relacije temu predpisu zadoscajo in druge ne. Na primer, relacija »neposredni
predhodnik« na N mu zadosca, saj v tem primeru dobimo obi¢ajno indukcijo
na N.

Zgled 12.2. Preverimo, da je relacija »neposredni predhodnik« P na mnoZici
A ={0,1,...,42} dobro osnovana. Natan¢neje, govorimo o relaciji

mPn &— m+1=n.
Najbo S C A progresivna mnozica, torej zadosca
VyeA.(VxeA.x+1l=y=>xe€S)=>yeS.
Ce vstavimo y = 0, dobimo
(VxeA.x+1=0=>x€S)=>0¢€8S,
kar je ekvivalentno 0 € S. Torejje 0 € S. Nato vstavimo y = 1 in dobimo
(VxeA.x+1=1=>x€eS)=>1¢€85,

kar se poenostaviv0 € S = 1 € S. Ker smo Ze dokazali 0 € S, sledi tudi 1 € S.
V naslednjem koraku vstavimo y = 2, poenostavimo in dobimo1 € S = 2 € S,
torej 2 € S. Tako nadaljujemo do y = 42 in ugotovimo, da res velja S = A. S tem
smo pokazali, da je P dobro osnovana. Seveda ni bistveno, da smo uporabili 42.
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12.1.3 Dvojiska drevesa

Naravna stevila N so induktivno definirana mnoZzica. To pomeni, da elemente N
opredelimo s pravili, ki povedo, kako se gradi naravna Stevila:
e 0eN,
e ejen € N, potemjen™ € N.
Mnozica N vsebuje natanko tiste elemente, ki jih lahko zgradimo s pomocjo teh
pravil:
0,0%,0"F, 0%, ottt

Tu sta 0 in * mi3ljena kot simbolni oznaki, podobno kot in, in in, v definiciji vsote
mnozic. Dejstvo, da N vsebuje natanko tiste elemente, ki jih lahko zgradimo s
pomodjo 0 in * ni ni¢ drugega kot indukcija na N.

Podobno lahko definiramo tudi druge induktivne mnozice, ki tudi zadoscajo
principu indukcije. Na primer, dvojiSka drevesa so induktivno definirana mno-
Zica Tree s predpisoma:

e empty € Tree,

e Cejet; € Treein tp € Tree, potem je tree(tq, t2) € Tree
Z besedami: drevo je bodisi prazno, bodisi je sestavljeno iz dveh poddreves. Ali
znamo nasteti vsa drevesa, ali Se bolje, jih narisati?

empty,

tree(empty, empty)

tree(empty, tree(empty, empty)),
tree(tree(empty, empty), empty),
tree(tree(empty, empty), tree(empty, empty)),

Definirajmo relacijo R C Tree X Tree s predpisom:
tRs &= 3JuecTree.s=tree(t,u)Vs =tree(u,t).

To je relacija »neposredno poddrevo«. Je dobro osnovana, ¢esar ne bomo dokazali,
porodi pa naslednji princip indukcije za dvojiska drevesa.

Izjava 12.3 (Indukcija za dvojiska drevesa). Naj bo S C Tree podmnoZica dreves, za
katero velja:

* prazno drevojev S,

e za vsa drevesa ty in t velja: Cejety € Sin ty € S, potem je tree(t, t2) € S.
Tedaj je S = Tree.

Princip povejmo Se s pomocjo predikatov.

Izjava 12.4 (Indukcija za dvojiska drevesa). Naj bo ¢ predikat na dvojiskih drevesih,
za katerega velja:

* baza indukcije: ¢(empty)

* indukcijskikorak: zavsa drevesa ty in ty, Cevelja P(t1) in P(t2), potem P (tree(ts, t)).
Tedaj Vt € Tree . ¢(t).

Kot vidimo, imamo v indukcijskem koraku dve indukcijski predpostavki, ker
ima vsako sestavljeno drevo dve poddrevesi.
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Dobra osnovanost in padajoce verige

Kako pa bi dobili kak proti-primer, se pravi, relacijo, ki ni dobra osnovanost?
Poiskati moramo kako lastnost, ki jo imajo vse dobre osnovanosti, nato pa relacijo,
ki te lastnosti nima.

Definicija 12.5. Najbo R € A X A relacija na A. Padajoc¢a veriga za relacijo R je
zaporedje a : N — A, za katerega velja Vi € N.a(i + 1) R a(i).

Se pravi, da je padajoca veriga zaporedje, za katerega velja
-~-a3 Ras Ra, Rai R ag
Cikel za relacijo R je kon¢na podmnozica {ay, ..., a,} C A da velja
apoRai R---Ra, R ayg.
1z cikla dobimo padajoco verigo, tako da cikel ponavljamo v nedogled:
--*RayR---Ra, RagR---R a, R ay.
Lema 12.6. V dobri osnovanosti ni ciklov in ni padajocih verig.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da ni padajocih verig, saj iz cikla dobimo padajoco
verigo. Denimo, daje a : N — A padajoca veriga za R C A X A. Dokazali
bomo, da R ni dobro osnovana. Se pravi, da moramo poiskati R-progresivno
podmnozico S C A, za katero velja S # A. Vzemimo S := A \ {a(i) | i € N}.
Ocitno velja S # A, saj a(0) ¢ S. Preverimo, da je S progresivna, se pravi, da je

VyeA.(Vxe A xRy=xeS)=yeSs.
Naj bo y € A in denimo, da velja
Vxe A xRy=x€S (12.3)

Dokazati moramo y € S. Obravnavamo dve moZznosti:
* ey € S, potem seveda slediy € S.
e ley ¢S, potem obstajai € N, dajey = a(i). Kerje a(i +1) R a(i), iz
predpostavke (12.3) sledi y = a(i) € S.
Torej v vsakem primeru velja y € S. O

Zgled 12.7. Sedaj lahko zlahka priskrbimo kak proti-primer. Na primer, cela
Stevila Z zrelacijo R C Z X Z

aRb &= a+1=0b
niso dobro osnovana, ker imajo padajoco verigo
-+ R(=3)R(-2)R(-1)RO

Prav tako ni dobro osnovana relacija < na intervalu [0, 1], ker imamo padajoco
verigon +— 27"
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12.2 Dobra urejenost

Posplosimo sedaj Se krepko indukcijo na naravnih Stevilih. Tokrat bomo najprej
posplosili strogo urejenost <.

12.2.1 Stroge urejenosti

Definicija 12.8. Relacija R € A X A je stroga urejenost, e je
e irefleksivna: Vx € A.—(x R x) in
e tranzitivna: Vx,y,z€ A . x RyAyRz= xRz
Stroga urejenost je linearna, ce je Se
e sovisna: Vx,y € A.x RyVx=yVyRx.
Za stroge urejenosti uporabljamo simbole <, C, <, C ipd.

Relaciji < in < na Stevilih sta med seboj povezani, saj denimo za realna Stevila
velja
X<y — x<YAx#y
in
X<y & x<yvx=y (12.4)
To velja v splosnem. Stroga urejenost < na mnoZici A porodi delno urejenost <
na A, definirano s predpisom:

X<y = x=yvVx=y.

V obratno smer, delna urejenost £ doloca strogo urejenost C, definirano s pred-
pisom
acb = a#bAaCh. (12.5)

Seveda je treba preveriti naslednja dejstva, ki jih postimo za vajo:
* leje < stroga urejenost, potem je < definirana s (12.4) delna urejenost
¢ leje C delna urejenost, potem je C definirana s (12.5) stroga urejenost.
Tako lahko prehajamo med delno in strogo urejenostjo.

12.2.2 Dobra ureditev

Definicija 12.9. Relacija je dobra ureditev, ¢e je dobro osnovana in stroga linearna
ureditev.

Izrek 12.10. Relacija je dobra ureditev natanko tedaj, ko je dobro osnovana in sovisna.

Dokaz. V eno smer je ekvivalenca ocitna, zato dokazimo samo obratno smer.
Denimo, da je R € A X A dobro osnovana in sovisna relacija. Dokazujemo, da je
dobra ureditev, se pravi, da potrebujemo Se irefleksivnost in tranzitivnost R.

Relacija R je irefleksivna: ¢e bi veljalo x R x za x € A, potem R ne bi bila
dobro osnovana, ker bi vsebovala padajoco verigo---x R x R x.

Relacija R je tranzitivna: denimo, da veljax R yiny R z. Dokazujemo x R z.
Ker je R sovisna, velja x R z alix = z ali z R x. PokaZzimo,dax =zinz R x
nista moZna:

e Ceje x = z, potem velja x R y in y R x, torej x in y tvorita cikel, a R je

dobro osnovana, zato to ni mozno.
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e Cevelja z R x, potem dobimo cikel x R ¥ R z R x, kar spet ni moZno.
O

Lema 12.11. Denimo, da je < stroga urejenost na neprazni mnoZici B. Ce B nima
<-minimalnega elementa, potem ima padajoco verigo.

Dokaz. Denimo, da B nima minimalnega elementa, torej
~dx€B.VyeB.y<x=y=x.

To je ekvivalentno
VxeB.dyeB.y<xAy#x

kar je ekvivalentno
VxeB.dyeB.y <ux. (12.6)

Padajoco verigo b : N — B definiramo z zaporedjem izbir: ker je B neprazna,
lahko izberemo neki element b(0) € B. Denimo, da smo za neki i € N Ze izbrali
elemente b(0), . .., b(i) tako, da velja

b(i) <b(i—-1)<...<b(1) < b(0).

Ker B nima minimalnega elementa, b(i) ni minimalni, torej po (12.6) obstaja tak
y € B, daje y < b(i). Torej lahko izberemo b(i + 1) € B, da velja b(i + 1) < b(i).
O

Opomba 12.12. V zgornjem dokazu smo uporabili aksiom odvisne izbire, ki je
poseben primer aksioma izbire in o katerem bomo $e govorili.

Izrek 12.13. Naj bo C relacija na A. Tedaj so ekvivalentne naslednje izjave:
1. C je dobro osnovana,
2. vsaka neprazna S C A ima C-minimalni element,
3. C nima padajoce verige.

Dokaz. (1 = 2) Denimo, daje S € A neprazna. Ce uporabimo (I)na A\ S
dobimo

Vye A.(VxeA.xcy=>xcA\S)=ycA\S)=A\S=A.
Ker je S neprazna, dobimo zaporedje ekvivalentnih izjav:

VyeA.(VxeA.xcy=>xcA\S)=ycA\S)=1 ()

“(VyeA.(VxeA.xcy=>xcA\S)=yecA\S) ()
JyeA.(VxeAxCcy=xecA\S)Ay¢A\S ()
JyeA.VxeA.xCcy=x¢S)AyeS (&)
dyeS.Vxe A xcy=x¢S ()

JyeS.(VxeA.xCy=x¢5)

Torej obstaja element i € S z lastnostjo, da pod njim ni nobenega elementa iz S,
kar pa pomeni, da je y iskani minimalni element.
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(2 = 3) Denimo, daje a : N — A padajoca veriga. Tedaj slika {a(n) | n € N}
ne bi imela minimalnega elementa, v nasprotju z (2).

(3 = 1) Denimo, daje S C A progresivna. Trdimo, da mnozica C := A\ S
nima minimalnega elementa. Ce bi bil ¢ € C minimalni v C, bi to pomenilo

VxeA.xCc=>x¢C,

kar je ekvivalentno
Vxe A.xCc=>xe€S.

Ker je S progresivna, od tod sledi ¢ € S, kar ni mogoce. Dokazati moramo, da je
C prazna. Ce ne bi bila, bi lahko uporabili lemo 12.11 in dobili padajo¢o verigo v
A, kar je v nasprotju s (3). O

Izrek 12.14. Naj bo C stroga urejenost na A. Tedaj so ekvivalentne naslednje izjave:
(1) C je dobro urejena,
(2) vsaka neprazna mnoZica S C A ima C-prvi element: to je tak x € S, da velja
YyeS.x#y=xCy.
(3) A nima C-padajoce verige in C je sovisna.

Dokaz. Za nalogo predelajte dokaz prejSnjega izreka v dokaz tega izreka. O

Zgled 12.15. Primeri dobro urejenih mnoZic:
1. Kon¢na mnozica {0, ..., n} urejena z relacijo <.
2. Naravna Stevila N urejena z relacijo <.
3. Cesta (P, <p)in(Q, <q) dobri urejenosti, potem je dobro urejena tudi P +Q
z relacijo C, ki P postavi pred Q:

UCov &= (IxeP.TyeQ.u=in(x)Av=iny(y))V
(IxeP.JyeP.u=in(x)Av=in(y)Vx <py)V
xeQ.JyeQ.u=in(x) Av =in(y) Vx <0 V).

4. S prejsnjim primerom lahko seStevamo dobre urejenosti, na primer N +
{0,1, 2} je dobra urejenost

in,0 <in;1 <in2 <--- <iny0 <in,1 < in,2.

12.3 Ordinalna stevila

Dobra urejenost na mnozici A postavi njene elemente v vrsto (strogo linearno
urejenost), ki nima padajocih verig. Kon¢no mnozico lahko dobro uredimo na
ved nacinov, na primer elemente {0,1,2,...,n — 1} lahko postavimo v vrsto na
n!nacinov. MnoZico vseh naravnih stevil lahko postavimo v vrsto brez padajocih
verig vsaj na tri nacine,

0,1,2,3,4,5,...,n,n+1,...

in
1,0,3,2,5,4,...,2n+1,2n,...

[verzija 2025-10-14]



130 Indukcija in dobra osnovanost

in
0,2,46,8,...,1,3,4,5,...
Zdi se, da sta prvi in drugi nacin »isti tip« urejenosti in se razlikujeta od tre-

tiega. Res, v tretji vrsti ima 1 neskon¢no predhodnikov, v prvi in drugi pa takega
elementa ni. Govorimo o naslednjem pojmu.

Definicija 12.16. Dobri ureditvi (P, <p) in (Q, <g) izomorfni, ¢e obstajata mo-
notoni preslikavi f : P — QinQ — P,davelja f o g =idg in g o f =idp.

Seveda jeizomorfnost ekvivalen¢na relacija, ki je definirana na pravem razredu
vseh dobrih urejenosti. Koristno bi bilo imeti kak izbor predstavnikov zanjo, saj bi
lahko z njimi merili »dolZino« dobre urejenosti. Takim predstavnikom pravimo
ordinalna Stevila. A kako bi jih dobili? Pri 19. letih je John von Neumann
predlagal:

»Ordinalno stevilo je mnoZica svojih predhodnikov, urejeno z relacijo €.«

Poglejmo, kako deluje njegova ideja:
¢ Konc¢na ordinalna stevila sovpadajo z naravnimi Stevili:
0:=0
1:={0} = {0}
2:={0,1} = {0, {0}}
3:={0,1,2} = {0, {0} , {0, {0}}}

* MnoZica vseh kon¢nih ordinalnih $tevil je prvo neskon¢no ordinalno stevilo
w=1{0,1,2,3,...}.
e Stevilu w sledijo

w+1:={0,1,2,...,w}
w+2:={0,1,2,...,0,w +1}
w+3:={0,1,2,...,0,w+1,w + 2}

w+w:={0,1,2,..., 0,0 +1,0+2,...}
w+w+1:={0,1,2,..., 0, 0+1,0+2,..., 0 +w}

3

Vaja 12.17. Kako bi si predstavljali naslednje ordinale: w + w + w, w - w, w’>, w*?

Von Neumann je imel pravo idejo, a pusca kancek dvoma, ker je definicija
ordinalnega $tevila rekurzivna (se nanasa sama nase). Ce se malce potrudimo, da
lahko von Neumannove ordinale opredelimo neposredno.

Definicija 12.18. Mnozica z je tranzitivna, eizx € yiny € zsledix € z.
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Poimenovanje je smiselno, saj je pogoj v definiciji ravno tranzitivnost relacije €.
Ekvivalentno lahko pogoj izrazimo takole: mnoZica z je tranzitivna, e iz y € z
sledi y C z.

Zgled 12.19. Mnozica {0, {0} ,{{0}}} je tranzitivna, niso pa vsi njeni elementi
tranzitivne mnozice, saj {{0}} ni tranzitivna, ker 0 € {0} € {{0}} vendar 0 ¢

{{0}}.

Vaja 12.20. Dokazite, da so ekvivalentni pogoji:
1. A je tranzitivha mnoZica,
2. UACA,
3. ACP(A).

Sedaj lahko zapisemo definicijo von Neumannovih ordinalov, ki ni rekurzivna.

Definicija 12.21. (Von Neumannov) ordinal je tranzitivha mnoZica, ki je z relacijo
€ dobro urejena.

Razred vseh von Neumannovih ordinalov oznacimo z On (v angle$¢ini »ordi-
nal number«). To je pravi razred, ¢esar ne bomo dokazali. Kogar zanima dokaz,
naj poisce »Burali-Fortijev paradoks«, ki je celo starejSi od Russellovega paradoksa.

Vaja 12.22. Pois¢ite mnozico, ki ni tranzitivna in je dobro urejena z relacijo €.

Ali definicija 12.21 res sovpada z idejo, da je ordinal mnoZica svojih prednikov?
To potrjuje naslednja izjava.

Izjava 12.23. Ceje a ordinal in B € a, potem je B ordinal.

Dokaz. Ker je o tranzitivna mnoZica, je f C a, zato je  z relacijo € dobro
urejen. Dokazati moramo Se, da je f tranzitivna mnoZica. Denimo, da je y € f.
Tedaj je y € a in ker je a z € linearno urejen, velja bodisi y € p bodisi y =
bodisi € y. A ker druga in tretja moZnost ne prideta v postev, saj bi dobili cikel
y € B € y, velja prva, kar smo Zeleli dokazati. O

Vaja 12.24. V zgornjem dokazu smo uporabili naslednje dejstvo: &e je (P, <)
dobra ureditev in Q C P, tedajje Q z relacijo < zoZeno na Q tudi dobra ureditev.
Zapisite dokaz.

Brez dokaza navedimo, da so von Neumannovi ordinali izbor predstavnikov
za dobre urejenosti.

Izrek 12.25. Vsaka dobra ureditev je izomorfna natanko enemu von Neumannovemu
ordinalu.
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13 Mocé mnozic

V tej lekciji bomo govorili o velikosti mnozic, konénih mnoZzicah in neskon¢nih
mnozicah.

13.1 Aksiom odvisne izbire

Kasneje bom potrebovali inacico aksioma izbire, ki se glasi:

Aksiom 13.1 (Odvisna izbira). Naj bo A neprazna mnoZica in R € A X A celovita
relacija, se pravi Vx € A.3Jy € A.x Ry. Tedaj obstaja tako zaporedje a : N — A, da
zavsen € N velja a, R a,41.

Aksiom odvisne izbire sledi iz aksioma izbire, ¢esar tu ne bomo dokazali.
Aksiom odvisne izbire se v praksi uporabi, kadar Zelimo konstruirati zapo-
redje a : N — A, pri ¢emer sta izpolnjena dva pogoja:
1. za vsak ¢len zaporedja 4, imamo na voljo eno ali ve¢ izbir,
2. izbire za ¢len a,11 so odvisne od tega, kaj smo izbrali za a,,.
Primer uporabe bomo videli v nadaljevanju.

13.2 Konéne mnozice

Kako bi definirali pojem »kon¢na mnoZzica«?

Definicija 13.2. Za vsako naravno stevilo 7 € N, naj bo standardna kon¢na
mnozica [n] ={k € N| k < n}.

Torej velja

[0] = {}

[1] = {0}

[2] = {0, 1}
[3]1=1{0,1,2}

Definicija 13.3. MnoZica je kon¢na, e je izomorfna kaki standardni kon¢ni mno-
Zici.

Velja naslednje (ne bomo dokazali): ¢eje A = [m]in A = [n], potemje m = n.
Torej za kon¢no mnozico A obstaja natanko en n € N, da velja A = [n]. Temu
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n pravimo mo¢ mnoZzice A, saj nam pove, koliko elementov ima A. Mo¢ kon¢ne
mnozice A oznadimo z | A|.
Za mo¢i kon¢nih mnozic velja

[n]l =n,
|Ax B| =|A| x|B],
|A+B| =|A| +|B],

|BA| = | B

Zgornje enacbe je treba razumeti pravilno: na levi nastopajo X, + in potenciranje
kot operacije na mnoZzicah, na desni pa kot operacije na naravnih Stevilih.
Za unijo velja pravilo vkljucitve in izkljucitve:

|AUB| = |A| +|B| —|AN B.

Pravilo se tako imenuje, ker smo pri Stetju elementov A U B vkljucili elemente A
in B, nato pa izkljucili elemente preseka A N B, da jih ne bi teli dvakrat. Pravilo
vkljucitve in izkljucitve za tri mnoZice se glasi

JAUBUC| =|A|+|B|+|C|-|ANB|—=|BNC|-|CNAl+|AnBnNC|.

Vaja 13.4. Zapisite pravilo vkljucitve in izkljucitve za unijo A; U A, U --- U A,,.

13.3 Neskonc¢ne mnozice

Definicija 13.5. Mnozica je neskonéna, ¢e ni konc¢na.

Izrek 13.6. MnoZica A je neskoncna natanko tedaj, ko obstaja injektivna preslikava
N — A.

Dokaz.

(=) Denimo, da A ni kon¢na. Injektivno preslikavo ¢ : N — A definiramo s
pomodgjo aksioma odvisne izbire. Ker A ni izomorfna [0], ni prazna, torej obstaja
e(0) € A. Denimo, da smo Ze definirali e kot injektivno preslikavo [n] — A.
Tedaj jo lahko razsirimo na injektivno preslikavo e : [n + 1] — A takole: ker e ni
surjektivna (Ce bi bila, bi veljalo A = [n] in A bi bila kon¢na), obstaja x € A, ki
ni v sliki e. Sedaj izberemo e(n) € A, ki ni v sliki. Tako dobimo e : N — A, ki je
injektivna.

(&) Denimo, da obstaja injektivna preslikava e : N — A. Ce bi za neki n
veljalo A = [n], bi imeli izomorfizem f : A — [n]. Tedaj bi bil kompozitum
f oe: N — [n]injektivna preslikava, ta pa ne obstaja (dokaz opustimo). m]

13.3.1 Moc¢ mnozic

Tudi neskon¢nim mnozicam Zelimo prirediti mo¢, se pravi, neko mero velikosti.
Preden pa nam bo to uspelo, se najprej nau¢imo primerjati velikost mnozic, ne da
bi pri tem govorili o »$tevilu elementov«.

Definicija 13.7. Mnozici A in B imata enako mo¢, sta ekvipolentni, kadar sta
izomorfni.
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Ekvipolentnost in izomorfnost sta torej sinonima, ki pa se uporabljata v raz-
liénih situacijah. O ekvipolentnosti govorimo, ko imamo v mislih velikost mnoZic
ali stevilo elementov. Izomorfnost je $irsi pojem, ki se uporablja tudi v algebri, to-
pologiji in povsod, kjer imamo opravka z matemati¢nimi strukturami, in pomeni
»enakovredna struktura«.

Spomnimo se, da je izomorfnost in torej tudi ekvipolentnost ekvivalen¢na
relacija. Torej lahko tvorimo ekvivalencne razrede glede na ekvipolentnost: vsaki
mnozici A priredimo razred vseh mnozic, ki so jih ekvipolentne:

[0]= = {0},
[{()}]= je pravi razred vseh enojcev,
[{0, 1} ]~ je pravi razred vseh mnozZic z dvema elementoma,

e itd.

Dejstvo, da so razredi glede na izomorfnost pravi razredi in ne mnoZice, je precej
nerodna re¢, saj z njimi ne moremo udobno delati (potrebovali bi »super razrede,
katerih elementi so razredi). Izognemo se jim tako, da namesto z razredi delamo
z izborom predstavnikov.

Pravzaprav smo ta trik Ze uporabili, ko smo govorili o mo¢i konénih mnoZic, ko
smo za predstavnike ekvipolnen¢nih razredov kon¢nih mnoZic izbrali standardne
kon¢ne mnoZice. Le-te nam lahko sluZijo kot »Stevila«, s katerimi opiSemo moci
kon¢nih mnozic, saj med standardno kon¢no mnozico 7] in $tevilom 7 ni bistvene
razlike. (Se veg, kasneje bomo videli, da lahko naravna Stevila obravnavamo tako,
da dejansko so standardne kon¢ne mnoZice!)

Kako bi torej izbrali predstavnike razredov za ekvipolentnost za vse mnoZzice?
Ce bi nam to uspelo, bi take predstavnike lahko uporabili kot §tevila, imenujejo
se kardinalna Stevila, s katerimi bi merili mo¢ mnoZic.

Definicija 13.8. Kardinalno Stevilo je tako ordinalno Stevilo x, za katerega velja
|a| < || zavse a € k.

Zgled 13.9. Tu ne bomo dokazali, da je vsaka mnoZica ekvipolentna natanko
enemu kardinalnemu Stevilu. Raje si poskusajmo predstavljati kardinalna stevila:
¢ Kon¢ni ordinali, ki so seveda kar naravna Stevila, so kardinalna Stevila, saj
je naravno Stevilo strogo vecje od svojih predhodnikov.
® Ordinalw = N ={0,1, 2, ...}, ki vsebuje vse kon¢ne ordinale, je kardinalno
Stevilo. Oznac¢ujemo ga tudi z No.
* Ordinalw+1=1{0,1,2,...,w} nikardinalno $tevilo, saj je ekvipolenten w.
Prav tako so ordinali

a)+2,a)+3,...,a)+a),...,a)+a)+a),...,a)2,w3
vsi ekvipolentni w, zato niso kardinali. Pravzaprav si je precej tezko pred-
stavljati ordinal, katerega moc je strogo vecja od w.

Vsaki mnozici A torej priredimo nekega predstavnika razreda [A]s, ki ga
ozna¢imo |A| in ga imenujemo moé¢ mnozice A. Za kon¢ne mnoZice so to kar
naravna $tevila, za sploSne mnoZice pa so to kardinalna stevila.

Moci mnoZic lahko primerjamo med seboj, ¢eprav ne vemo, kaj to¢no naravna
Stevila so!

Definicija 13.10. Naj bosta A in B poljubni mnozici. Pravimo:
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1. A ima enako mo¢ kot B, pisemo |A| = | B|, ko obstaja bijektivna preslikava
A — B.
2. A ima mo¢ manj$o ali enako B, pisemo |A| < |B|, ko obstaja injektivna
preslikava A — B.
3. A ima mo¢ manjso kot B, pisemo |A| < |B|, ¢e velja |A| < |B| in|A| # |B|.
Izrek 13.11. |A| < |B| natanko tedaj, ko je A = ( ali obstaja surjekcija B — A.

Dokaz. Denimo, daje f : A — B injektivnain A # 0. Torej obstajanekia € A.
Definiramo preslikavo g : B — A takole:

sy)=x = f(x)=yVvy¢fi(A)Ax=a).

Povedano malo drugace:

Y y) teye fi(A),
8y) = {a Cey ¢ f.(A).

Ker velja g o f =id4, je g retrakcija in zato surjektivna.

Obratno, denimo, da je A prazna ali obstaja surjekcija f : B — A. Ceje A
prazna, je edina preslikava ) — B injektivna. Ceje f : B — A surjektivna, ima
prerez (zakaj?), ki je injektivna preslikava. O

13.3.2 Cantorjev izrek

Izrek 13.12 (Cantor). |A| < |P(A).

Dokaz. Najprej dokazimo |A| < |P(A)|. I8¢emo injektivno preslikava f : A —
P(A). Vzemimo f(x) = {x}. Zlahka preverimo, da je f res injektivna.

Sedaj dokazujemo, da ne obstaja bijekcija A — P(A). Dokazali bomo, da
ne obstaja surjekcija A — P(A), kar zadostuje. Denimo, daje g : A — P(A)
poljubna preslikava. Trdimo, da g ni surjekcija. Res, podmnoZica

S:{xeAlxeég(x)}

ni v sliki ¢. Cebibila, bi zaneki y € A veljalo g(y) = S, a to bi vodilo v protislovje:
e veljay ¢ S: Cey € S potem y ¢ g(y) = S po definiciji S,
e velja—(y ¢ S):Cey ¢ Spotemy ¢ g(y) = S.

13.3.3 Stevne in neStevne mnozice

Kot smo Ze povedali, mo¢ mnozice N ozna¢imo z .
Definicija 13.13. MnozZica A je $tevna, Ce velja velja |A| < No.
Definicija 13.14. MnoZica A je ne§tevna, e ni $tevna.

Izrek 13.15. Za vsako mnoZico A so ekvivalentne naslednje izjave:
1. A je stevna.

Obstaja injektivna preslikava A — N.

A je prazna ali obstaja surjektivna preslikava N — A.

Obstaja surjektivna preslikava N — 1 + A.

A je koncna ali izomorfna N.

AR
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Dokaz.
(1 =2) Ceje A stevna, velja |A| < 8p = |N|, torej obstaja injektivna A — N po
definiciji relacije <.
(2 = 3) To sledi neposredno iz Izreka 13.11.
(3 = 4) Denimo, da je A prazna ali obstaja surjektivna preslikava N — A:
1. Ceje A = 0, potem seveda obstaja surjektivna preslikava N — 1 + A,
in sicer n + in, ().
2. Ce obstaja surjektivna preslikava f : N — A, potem lahko definiramo
surjektivno preslikavo ¢ : N — 1 + A s predpisom

(n) = in, () ten =0,
§ iny(f(n—1)) cen >0.

(4 = 5) Denimo, da obstaja surjektivna preslikava r : N — 1 + A. Dokazali bomo,
da je A izomorfna N, ¢e ni kon¢na. Predpostavimo torej, da A ni kon¢na.
Preslikava r ima prerez s : 1 + A — N, ki je seveda injektivna preslikava.
Preslikav s oin, : A — N je kompozitum injektivnih preslikav, zato je
injektivna. Ker A ni kon¢na, obstaja tudi injektivna preslikava N — A. Po
izreku Cantor-Schroder-Bernstein, ki ga bomo dokazali spodaj, je torej A
izomorfna N.

(5= 1) Ceje A konéna, je 8tevna, ker ocitno velja A = |[n]| < [N| = N;. Ceje A
izomorfna N, potem velja |A| = [N| < [N| = No.

O

Izrek 13.16. N X N = N.

Dokaz. Za vajo, poiscite dokaz v zapiskih iz analize ali na internetu. O
Definicija 13.17. Stevna druZina je druZina A : [ — Set, katere indeksna mno-
zica I je Stevna.

Izrek 13.18. Unija Stevne druZine Stevnih mnoZic je Stevna.

Dokaz. 1zrek bomo dokazali le za primer, ko je indeksna mnoZzica N. Najprej
obravnavajmo unijo druzine A : N — Set, kjer je A, Stevna za vse n € N. Za
vsak 1 € N obstaja surjektivna preslikava N — A, + 1. Po aksiomu izbire obstaja
funkcija izbire

eeI—[{f:N—>An+l|fsurjekcija}.

neN

Definiramo e’ : N XN — 1 + U, en Ay s predpisom
e’'(n, k) = e(n)(k).

Trdimo, da je e’ surjekcijaiz N X Nna 1 + U,en An. m]
13.3.4 Cantor-Schroder-Bernsteinov izrek in zakon trihotomije

Izrek 13.19 (Cantor-Schréder-Bernstein). Ce obstajata injektioni preslikava A — B
in B — A, potem obstaja bijektivna preslikava A — B.
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Dokaz. Definirajmo druzino C : N — Set takole:

Co=A\ g*(B),
Cn+1 = g*(f*(cn)

Najbo D = Uyen Cy. O¢itnoje C,, € A zavse n € N, zato velja tudi D C A.

Ker je g injektivna, je bijekcija kot preslikava ¢ : B — g.(B), zato obstaja
inverz ¢! : ¢.(B) — B. Trdimo, da velja A \ D C ¢.(B). Res, ¢e velja x € A\ D,
tedaj x ¢ D inzatox ¢ Cop = A\ g«(B), od koder sledi x € g.(B). Od tod sledi, da
lahko ¢! uporabimonax € A \ D.

Definirajmo h : A — B s predpisom

_Jf(x), cexeD,
h(x) = {g‘l(x) tex e A\D.

Dokazimo, da je & injektivna preslikava. Denimo, da za x,y € A velja h(x) =
h(y). Obravnavamo $tiri primere:
1. Cejex € Diny € D, potemje f(x) = h(x) = h(y) = f(y) in zato x = y,
saj je f injektivna.
2. Cejex € A\Diny € A\ D, potemje g"'(x) = h(x) = h(y) = g (y) in
zato x = y, sajje ¢! injektivna.
3. Cejex € Diny € A\ D, potem je f(x) = h(x) = h(y) = ¢ }(y), zato
jey = g(g7(y)) = g(f(x)). Obstajan € N, daje x € Cy, od tod pa sledi
y =g(f(x)) € Cys1 € D, karjev protislovjuzy € A\ D. Torej se ta primer
sploh ne more zgoditi.
4. Cejex € A\ D iny € D, je razmislek kot v prejsnjem primeru, le da
zamenjamo vlogi x in y.
Preveriti moramo $e, da je h surjektivna preslikava. Naj bo z € B. Poiskati
moramo tak x € A, da velja h(x) = z. Obravnavamo dva primera:
1. Ce z € fi(D), potem obstaja x € D, daje f(x) = y, s tem pa velja tudi
h) = f(x) = 2.
2. Ceveljaz ¢ f.(D), potem vzamemo x = g(z). Preverimo, da velja h(x) = z.
Najprej dokazimo x ¢ D. Ce bi namre¢ veljalo x € D, potem bi obstajal
n € N,dajex € C,. Poleg tega x = g(z) ¢ A\ g.(B) = Cy, zato veljan > 0.
Se pravi, da obstaja y € C,,—1, daje g(z) = x = g(f(y)). Ker je g injektivna,
sledi z = f(y), kar je v nasprotju z predpostavko z ¢ f.(D). Torej res velja

x¢D.
Ker x ¢ D, velja h(x) = ¢"}(x) = ¢"}(g(z)) = z, kar smo Zeleli dokazati.
O
Posledica 13.20. Ce |A| < |B| in |B| < |A|, potem |A| = |B|.
Dokaz. To sledi neposredno iz izreka CSB in definicije <. m]

Brez dokaza omenimo $e, da velja zakon trihotomije: za vsaki mnozZici A in
B velja
|Al <|B| VIA] =B v |B] <|Al.

Relacija < torej uredi mo¢i mnozic linearno.
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13.3.5 Moc¢ kontinuuma in Cantorjeva hipoteza

Na vajah boste spoznali, da ima mnoZica realnih Stevil R enako mo¢ kot potenc¢na
mnozica £ (N). Modi R in P (N) pravimo mo¢ kontinuuma (ker je »kontinuum«
tudi staro ime za R). Ze Georg Cantor, utemeljitelj teorije mnoZic, je postavil
naslednji domnevo:

Cantorjeva hipoteza: Vsaka neStevna podmnoZica realnih Stevil je izo-
morfna R.

Povedano, z drugimi besedami, po mo¢i ni nobene mnozice strogo med N in R.
Cantorjeva hipoteza je ostala odprta dlje ¢asa. Dokon¢no je Cohen pred dobrega
pol stoletja dokazal naslednje:

Izrek 13.21 (Cohen). Iz Zermelo-Fraenkelovih aksiomov teorije mnozZic Cantorjeve hi-
poteze ne moremo niti dokazati niti ovreci.

Pravimo, da je Cantorjeva hipoteza neodvisna od aksiomov teorije mnoZzic.
Poznamo $e posploseno Cantorjevo hipotezo, ki se glasi:

Posplosena Cantorjeva hipoteza: Ceje |A| < |B| < |P(A)|, potem je
|B| = |Al ali |B| = |P(A)].

Tudi posplosena Cantorjeva hipoteza je neodvisna od aksiomov teorije mnozic.
Danes vemo zelo veliko o tej hipotezi in poznamo $e mnoge druge izjave o mnozi-
cah, ki so neodvisne od Zermelo-Fraenkelovih aksiomov teorije mnozic. Ti veljajo
za nekaksno uradno razli¢ico teorije mnozic in jih bomo obravnavali na naslednjih
predavanjih.
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14 Aksiomatska teorija mnozic

14.1 Kodiranje matemati¢nih objektov z mnoZicami

Z mnozicami smo izrazili Stevilne matematicne objekte, na primer:

¢ ordinalna Stevila smo predstavili kot mnozice svojih predhodnikov,

e preslikavo f : A — B lahko izrazimo kot funkcijsko relacijo med A in B,
torej kot podmnozico A X B,

¢ kvocientna mnozica A/R je mnoZica ekvivalen¢nih razredov, ekvivalenéni
razredi so spet mnoZice,

Ali je moZno vse matemati¢ne objekte predstaviti z mnoZzicami? Da!

14.1.1 Urejeni pari

Par (x, y) lahko predstavimo z mnozZico {{x} , {x, y }} Tako dobimo

AxB::{{{x},{x,y}}|x€A/\yeB}.

14.1.2 Vsota
Elemente vsote A + B kodiramo takole:

in; (x) := (x,0) = {{x}, {x,0}},
iny(x) := (x, 1) = {{x}, {x,{0}}} .

14.1.3 Naravna Stevila

Kot smo Ze videli, lahko ordinalna $tevila kodiramo kot mnozice svojih predho-
dnikov, poseben primer pa so naravna Stevila, ki so kon¢ni ordinali.

Kako pa kodiramo operacijo naslednik? Definirajmo preslikavo naslednik
* . Set — Set,

xTi=x U {x}.

Ce si predstavljamo, da je x &tevilo, tedaj so elementi x* predhodniki x in Se x,
kar je ravno naslednik x. Naravna Stevila res dobimo tako, da na () uporabljamo
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naslednik *:

0=0

1=0"={0} = {0}

2=1"={0,1} ={0,{0}}

3=2"={0,1,2} = {0,{0},{0,{0}}}

4=3"=1{0,1,2,3} ={0,{0}, {0, {0}} ,{0,{0} , {0, {0}} }}

14.1.4 Cela stevila
Cela stevila so kvocient N X N:
Z:=(NxN)/~,
kjer je
(a,b) ~(c,d) = a+d=c+b.

Urejeni par (a, b) predstavlja razliko $tevil 4 in b.

14.1.5 Racionalna Stevila

Racionalna $tevila so kvocient:
Q=(Zx{neN|n>0})/~,

kjer je
(a,m)= (b,n) &= an=>bm.

Urejeni par (a, n) predstavlja kvocient Stevil a in 7.

14.1.6 Realna stevila

Realno stevilo je Dedekindov rez, torej podmnoZica Q. Reze ste obravnavali pri
Analizi, tako da jih na tem mestu ne bomo obnavljali.

In tako naprej. Ne pravimo, da je kodiranje vseh matemati¢nih objektov z
mnozicami vedno dobra ideja, vendar pa je dejstvo, da je to mozno, pomembno
spoznanje osnov matematike. 1z njega na primer sledi tole: ce je teorija mnozic
neprotislovna, potem je neprotislovna tudi vsa matematika, ki jo lahko kodiramo
z mnoZicami (torej vec ali manj vsa obicajna matematika).

14.2 Zermelo-Fraenkelovi aksiomi

Aksiomi opredeljujejo mnozice brez urelementov (»Vse je mnozica«). Za aksio-
matizacijo razredov bi morali zapisati drugacne aksiome, kot so na primer von
Neumann-Bernays-Godelovi aksiomi.

Ekstenzionalnost: mnoZici A in B, ki imata iste elemente, sta enaki.
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Neurejeni par : za vsak x in y je {x, y} mnozica, ki vsebuje natanko x in y:
Vxyz.z € {x,y} Sz=xVz=y

Okrajsava: {x} = {x, x}.
Unija: za vsako mnoZzico A je (U A mnoZica, ki vsebuje natanko vse elemente
mnozic iz A:

VAx.xe| JA© IBe A.xeB.

Prazna mnoZica: mnoZica ) nima elementa:
Vx.x &0.

Neskonéna mnoZica obstaja mnozica, ki vsebuje 0 in je zaprta za operacijo na-
slednik (x* = x U {x}):

JA. D e AAVx e A.xT € A.

Podmnozica: za vsako mnozico A in formulo ¢ je {x €A |q5(x)} mnoZica, ki
vsebuje natanko vse element iz A, ki zados¢ajo ¢:

Vy.ye{x e Alp(x)} & ¢(y).

Potenéna mnoZica: za vsako mnozico A je P(A) mnozica, ki vsebuje natanko vse
njene podmnozZice:

VS.SeP(A) o SCA.

Zamenjava Ceje Amnozicain f : A — Setpreslikava, je f.(A) = {y | IxeA.y = f(x)}
mnozica.

Dobra osnovanost: relacija € C Set X Set je dobro osnovana.

Aksiom izbire: vsaka druZzina nepraznih mnoZic ima funkcijo izbire.

14.3 Kumulativna hierarhija

Ce lahko vse matemati¢ne objekte kodiramo z mnoZicami, potem lahko na ra-
zred vseh mnoZic Set gledamo kot na celotni matemati¢ni svet. Razred Set ima
zanimivo strukturo, ki ji pravimo kumulativna hierarhija. Namre¢, s pomocjo
Zermelo-Fraenkelovih aksiomov lahko tvorimo vse mnozice iz () z operacijama
poten¢na mnoZica in unija. Postopek je transfiniten (neskonc¢en), ima pa toliko
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korakov, kot je ordinalnih Stevil:
V() = (D
Vi=PV)={0}
Vo =P (V1) ={0,{0}}
Vs =P (Vo) ={0,{0},{{0}},{0,{0}}}

Vo = Uk<a) Vi
Vo = P(Vw)
Vw+2 = P(Vawl)

Vw+w = Ua<w+w Va

Splogna formula se glasi Vo = Ug<a P (Vp).
Vaja 14.1. Koliko elementov ima V5?

Bistvo kumulativne hierarhije je, da zaobjame vse mnoZice.
Izrek 14.2 (Kumulativna hierarhija). Set = Uyeon Va.

Dokaz. Dokaz opustimo, povejmo le, da je za izrek bistven aksiom o dobro
osnovanosti. Le ta nam zagotavlja, da se vsaka padajo¢a €-veriga koncaz (. O

14.4 Aksiom izbire

Za konec povejmo Se nekaj vec¢ o aksiomu izbire in Zornovi lemi, ki mu je ekviva-
lentna. Le-ta se uporablja v algebri.

Lema 14.3 (Zornova lema). Ce ima v delni urejenosti (P, <) vsaka veriga zgornjo mejo,
potem ima P maksimalni element.

Dokaz. Dokaz se naslanja na aksiom izbire in Bourbaki-Wittov izrek o negibnih
tockah (glej spodaj). Naj bo C mnozica vseh verig v P. Uredimo jo z C. Na njej
definiramo preslikavo f : C — C, ki razsiri verigo, ¢e ni maksimalna, sicer je ne
spremeni (tu uporabimo izbiro):

¢ Ceje V € C maksimalna veriga v P (glede na C), definiramo f(V):=V.

e Ce V € C ni maksimalna veriga v P, potem obstaja tak x € P \ V, da je

V U {x} spet veriga. V tem primeru izberemo tak x in definiramo f(V) :=

VU {x}.
Po izreku Bourbaki-Witt ima f negibno vrednost V € C. Ta V je maksimalna
veriga V, saj bi sicer veljalo, daje V = f(V) = V U {x} zaneki x ¢ V, kar ni
mozno. Naj bo m zgornja meja za verigo V. Trdimo, da je m maksimalni element
v P: denimo, da veljam < yzam € P. Kerje VU {y} veriga, ki vsebuje
maksimalno verigo V, sledi V = V U {y }, odtod pay € V ter y < m. Torejje
m =y in m je res maksimalni element. O

[verzija 2025-10-14]
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Definicija 14.4. Naj bo (P, <) delna ureditev. Preslikava f : P — P je progre-
sivna, ko velja x < f(x) za vsak x € P.

Opomba 14.5. Progresivna preslikav ni nujno monotona. (Pois¢ite proti-primer!)

Izrek 14.6 (Bourbaki-Witt). Naj bo (P, <) neprazna delna ureditev, v kateri ima vsaka
veriga zgornjo mejo in f : P — P progresivna preslikava. Tedaj ima f negibno tocko: to
je tak x € P, da velja f(x) = x.

Dokaz. Dokaz opustimo. O

Izrek 14.7. V teoriji mnoZic brez aksioma izbire so naslednje izjave ekvivalentne:
1. Aksiom izbire
2. Zornova lema
3. Princip dobre urejenosti: vsaka mnoZica ima dobro ureditev.

Dokaz. (1 = 2) Glej Zornovo lemo.

(2 = 3) Skica dokaza: naj bo A poljubna mnoZica, ki jo Zelimo dobro urediti.
Definirajmo delne dobre ureditev mnoZice A: to so pari (B, R), kjer je B C A in
R C B x B dobra ureditev na B. Za delni dobri ureditvi (B, R) in (C, Q) pravimo,
da je (C, Q) razsiritev (B, R), kadar velja B € C, R € Q in 8e, da je B zacetni
segment v C, kar pomeni

Vxye C.xQyAy€B=x¢€B.

Kadar je (C, Q) razsiritev (B, R), pisemo (B, R) < (C, Q). Naj bo P mnozica vseh
delnih dobrih ureditev mnoZice A,

P:={(B,R)| BC AinR C B x B in R je dobra ureditev B},

urejena z relacijo <. O¢itno je < delna ureditev. Trdimo, da imajo verige v P
zgornje meje glede na <: ¢eje V C P veriga dobro urejenih podmnozZic A, je njena
zgornja meja (D, S) kar unija po komponentah:

D:=| J{B|(B,R) eV}
S=(J{R|(B,R)eV}.

Preverimo, da velja (D, S) € P. O¢itno je (D, S) stroga linearna ureditev (vaja).
Denimo, da bi v (D, S) imeli neskonéno padajoco verigo

---Sx35x25x15x0.

Obstaja (B, R) € V,daje xo € B. Potem bi bila xq, x1, x2, x3, . . . padajoca veriga v
(B, R), kar ni mozno, sajje (B, R) dobro urejena. Res, kerje x; € V, obstaja (C, Q),
daje x; € C. Ce velja (B,R) < (C,Q), potem x; € B po definicijo <. Ce velja
(C,Q) = (B,R), potem x; € B, ker velja C C B. Torejje (D, S) res delna ureditev
P.

Preverimo 8e, da velja (B, R) < (D, S) za vsak (B,R) € V. Denimo, da je
y€D,x€Biny S x. Obstaja (C,Q) € V,dajey € C. Cevelja (C,Q) < (B, R),
potem yy € C C B. Ce pa velja (B, R) < (C, Q), potem je y € B po definiciji <.

[verzija 2025-10-14]
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Po Zornovi lemi obstaja maksimalni element (B, R) v P. Trdimo, daje B = A.
Ce bi namre¢ obstajal x € B\ A, bi lahko razsirili (B, R) na ve¢jo dobro ureditev
tako, da bi dodali x na konec B:

(BU{x},R)
YyR'z = z=xAyRz

To ni mozno, ker je (B, R) maksimalna delna ureditev. Torej je res A = B in nasli
so dobro ureditev A.

(3 = 1) Najbo A : I — Set druZina nepraznih mnozic. Naj bo < dobra
ureditev na uniji (JA. Ker so vse mnoZzice A; neprazne, ima vsaka od njih
prvi element glede na <. Torej lahko definiramo funkcijo izbire f s predpisom
f(i) :=»prvi element A;«. m]

Izrek 14.8. Vsak vektorski prostor ima bazo.

Dokaz. Naj bo L vektorski prostor. Definiramo mnoZico
P :={B C L| Bje linearno neodvisna} .

Mnozico P delno uredimo z relacijo C. Trdimo, da imajo verige v P zgornje
meje: zgornja meja verige V' C P, je kar njena unija Upcy B. Seveda je treba
preveriti, da je unija verige linearno neodvisnih mnoZic spet linearno neodvisna
(vaja). Po Zornovilemi obstaja maksimalni element v P, torej maksimalna linearno
neodvisna mnozica B v L. To pa je seveda vektorska baza za L. O

[verzija 2025-10-14]
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