Ekvivalencne relacije in kvocientne mnozice

Ekvivalencne relacije

Definicija: Relacijar ¢ A x a je ekvivalenCna relacija, Ce je refleksivna, tranzitivna in
simetri¢na. Kadar velja x R y, pravimo, da sta x in y ekvivalentna (glede na r).

Opomba: Kdor recCe “ekvivalentna relacija”, je noob. Kdor rece, da sta “x in y ekvivalen¢na”, je rookie.
Ekvivalencne relacije se obi¢ajno oznacuje s simboli, ki so podobni znaku za enakost: =, ~, =, =.
Primeri:

Relacija “vzporednost” med premicami v ravnini.

Relacija “skladnost” med trikotniki v ravnini.

Relacija “podobnost” med trikotniki v ravnini.

Relacija “isti ostanek pri deljenju s 7” na mnoZici N.

Prazna relacijae € A x A je ekvivalen¢na le v primeru,da jea = o.
Polna relacijaa x a je ekvivalencna.

Diagonala (oz. enakost) je ekvivalencna relacija.
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Ekvivalenc¢na relacija porojena s preslikavo

Posebej pomemben je primer ekvivalencne relacije porojene (ali inducirane) s preslikavo: najbo £ : a
- B preslikava in definirajmo relacijo ~_f € A x A s predpisom

x ~_fye £f(x)=1£(y)

Tedaj je ~_f ekvivalencna relacija:

e refleksivnost: x ~ £ x velja, ker velja £(x) = £(x),
e tranzitivnost: e jex ~ f yiny ~ f z,potem je £(x) = f(y) In f(y) = £(z),tore] £(x) = £(z)
nx ~ f z,

e simetrinost: Ce je x ~ £ y,potem je £(x) = f(y),torej £(y) = £(x)iny ~ f x.
Ali je vsaka ekvivalencna relacija porojena z neko preslikavo?
Primer: premici sta vzporedni natanko tedaj, ko imata enaka smerna vektorja. Ce je torej P mnoZica vseh
premic, R2 mnoZica vektorjev v ravnini,ins : P - R2 preslikava, ki premici P priredi njen enotski
smerni vektor, ki leZi v zgornji polravnini ali na pozitivnem delu osi x, tedaj velja

Pl g« s(p) = s(q)

Torej je vzporednost porojena s preslikavo s.

EkvivalencCni razredi in kvocientne mnozice

Definicija: Najbo E ¢ a x aekvivalencna relacija. Ekvivalen¢ni razred elementa x € a je mnoZica
[x] A :={y €A | xEy }. Zbesedami: ekvivalen¢ni razred x je mnoZica vseh elementov, ki so mu
ekvivalentni.

Opomba: Kdor rece “ekvivalentni razred”, je newbie.



Definicija: NajboE ¢ a x aekvivalencna relacija. Kvocientna mnozica ali kvocient A/E je mnoZica
vseh ekvivalen¢nih razredov:

A/E := { £ cP@a) | Ix€EA.E=[x]A}.
Z izpeljanimi mnozicami lahko to zapiSemo bolj razumljivo:
A/E = { [x]. E | x €A }.

Kanonic¢na kvocientna preslikavaq E : Ao - aA/E je preslikava, ki vsakemu elementu priredi njegov
ekvivalencni razred: g E(x) := [x]_A.

Kvocientni mnoZzici v¢asih pravimo tudi faktorska mnoZica.

Izrek: Vsaka ekvivalen¢na relacija je porojena z neko preslikavo.

Dokaz. Naj bo E ekvivalencna relacija na a. Najprej ugotovimo naslednje: za vse x, y € a velja
xEye [x] E=[y]_E

Dokaz =: e jex E ypotemje [x] E € [y] E,Kerizz E xinx E ysledi z E y. Podobno dokazemo
[y]_E € [x]_E.

Dokaz <: e je [x]_E = [y] Epotemjey € [y] _E = [x]_E,torej po definiciji [x]_E dobimo x E y.

Sedaj izrek sledi zlahka: g E(x) = q E(y) ¢ [X] E = [y] E ® x E yO
Razdelitev mnozice

Definicija: Razdelitev ali particija mnoZice A je mnoZica nepraznih, paroma disjunktnih mnoZic, ki
tvorijo pokritje a (kar pomeni, da je A enaka njihovi uniji). Se pravi, to je mnoZica s < P(A), za katero
velja:

1. Elementi razdelitve so neprazni:V B € S . B = @

2. Vsaka dva elementa razdelitve sta bodisi enaka bodisi disjunktna: ¥V B, c € s . B=C v B n C
@

3. Elementi razdelitve tvorijo pokritje A: A = u s.

Primer:

Navpicne premice tvorijo razdelitev ravnine.

Mnozici sodih in lihih Stevil tvorita razdelitev naravnih Stevil.

Mnozica {{1,2}, {3,5}, {4,6,7}} tvorirazdelitev {1,2,3,4,5,6,7}.
Mnozica {{1,2,3,4,5,6,7}} tvori razdelitev {1,2,3,4,5,6,7}.

Izrek: Najbo E ¢ A x aekvivalencna relacija. Njeni ekvivalen¢ni razredi tvorijo razdelitev mnoZice A.
Dokaz.

1. Najbo & € p(a) ekvivalenCni razred za E. Tedaj obstajax € A,daje § = [x] A,torejjex € §in
zato § = o.

2. Najbostal, § € p(a).Dokazalibomol n § = @ = T = E.Cejex € T n § potemveljal < §
ker:najboy € T,tedajjey E xinkerjex € £ veljay € £.Simetri¢no dokazemo “§ C C.

3. Ocitno je unija vseh ekvivalen¢nih razredov podmnozica a, saj je vsak ekvivalencni razred



podmnoZica a. Zagotovo pa je vsak x € a v kakem ekvivalenénem razredu, namre¢ x € [x] A.O

Torej vsaka ekvivalencna relacija na a dolo¢a razdelitev mnnozice a, namre¢ na ekvivalencne razrede.
Velja pa tudi obrat: vsaka razdelitev s < p(a) doloca ekvivalen¢no relacijo na A, namre€ = s definiran s
predpisom

x=Syed1BES.xEBAYESB

Z besedami: x in y sta ekvivalentna, kadar sta v istem elementu razdelitve. Prazvzaprav smo ugotovili, da
imamo izomorfizem mnoZic:

{ECSCAxA | E je ekvivalenéna relacija } = { S € P(A) | S je razdelitev A }

V eno smer izomorfizem ekvivalencni relaciji £ priredi njeno razdelitev, v drugo pa razdelitvi priredimo
ekvivalen¢no relacijo, kakor smo to opisali zgoraj. (Premislite, da sta ti preslikavi inverza.)

Prerezi kvocientne preslikave in aksiom izbire

Ekvivalenc¢ni razred je natanko doloCen Ze z enim od svojih elementov, zato pogosto Zelimo namesto
ekvivalen¢nih razredov navesti le njihove predstavnike.

Definicija: Naj bo E ekvivalencna relacija na a. MnoZico ¢ ¢ a, ki vsak ekvivalencni razred relacije E
seka natanko enkrat, imenujemo izbor predstavnikov (ekvivalen¢nih razredov) za relacijo E.

Izbor predstavnikov ¢ < a za E doloca preslikavo ¢ : A/E - a, ki priredi ekvivalenénemu razredu § tisti
x € &, kijeelement c:

c : A/JE » A
c:&» (LxEE . x EC)

Preslikavac : A/E - A je prerez kvocientne preslikave g E : A » A/E.

Trditev: Ce jes : A/E - a prerez kvocientne preslikave ¢ E : A - A/E, potem je njegova slika s_*
(A/E) = { c(§) | & € a/E } izbor predstavnikov za E.

Dokaz: Vaja. o

Ker izbor predstavnikov in prerez kvocientne preslikave dolocata drug drugega, vcasih tudi prerez
imenujemo “izbor predstavnikov”.

Primer: Definirajmo ~ na mnoZici celih Stevil z s predpisom
a~be7 | a-b

Torej sta Stevili a in b ekvivalentni, ¢e dasta enak ostanek pri deljenju s 7, na primer 13 ~ 20in- (13 -
15).

Ekvivalencni razred Stevila a dobimo tako, da a priStejemo vse veCkratnike Stevila 7:

[a] ~={a+7 -k | KEZ}
Na primer,
[13] ~={7 -k +13 | Kk €Z}

={ ..., -22, -15, -8, -1, 6, 13, 20, 27, 34, 41, ...}

Koliko pa je ekvivalen¢nih razredov? Toliko, kot je ostankov pri deljenju s 7, torej 7. Izbor predstavnikov



za ~ je torej mnoZica {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},sajje vsako celo Stevilo ekvivalentno natanko enemu od
teh Stevil mo modulu 7.

Ni pa to edini izbor! Tudi {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 13} jeizbor,prav tako pa {-7, -6, -5, -4, -3,
-2, -1}.

(Konec primera.)

Ali ima vsaka ekvivalencna relacija izbor predstavnikov? Da to vprasanje ni tako enostavno, kot se zdi na
prvi pogled, doma premislite o nalslednji nalogi.

Naloga: Na mnozici realnih Stevil R definiramo relacijo E s predpisom
xEy o x-y €Q

Se pravi, da sta Stevili ekvivalentni, Ce je njuna razlika racionalno Stevilo. Podajte kak izbor predstavnikov
ZaE.

Izrek: Naslednje izjave so ekvivalentne:

1. Vsaka surjektivna preslikava ima desni inverz (prerez).
2. Vsaka ekvivalen¢na relacija ima izbor predstavnikov.
3. Vsaka druzZina nepraznih mnozic ima funkcijo izbire.
4. Produkt druzine nepraznih mnoZic je neprazen.

Dokaz.

(1 = 2):Najboe ¢ a x aekvivalencnarelacijanaa.Tedajjeq E : A - A/E surjektivna, zato ima po
predpostavki (1) prerez, ki doloca izbor predstavnikov.

(2 = 3):Najboa : 1 » set druZina nepraznih mnoZic. Naj bo ~ ekvivalenc¢na relacija na koproduktu x
:= ][ {i € I} A i,porojena s prvo projekcijopr: : s - I,tj.,

ini(x) ~ inj(y) ¢ i =3

Po predpostavki (2) obstaja izbor predstavnikov za ~, se pravi taka mnoZica c <€ K, da za vsaku € K
obstaja natankoen v € c,daje pri(u) = pri(v).Definiraymo £ : I - u A s predpisom

f(i) := tisti x € A_i, za katerega je ini(x) € C
Ocitno je £ funkcija izbire za druZino a, ¢e je le dobro definirana:

e fjeenoliCna,sajiz ini(x) € Cinini(y) € Csledi ini(x) = inj(y).
e £ je celovita: ker je A i neprazna,obstajaz € A i,torejobstajav € c,dajei = pri(ini(z)) =
pri(v),Iin je potemtakem pr2 (v) € A i element, za katerega velja ini (prz(v)) € C.

(3 = 4): Elementi produkta so funkcije izbire, zato je produkt res neprazen, Ce obstaja kaka funkcija
izbire.

(4 = 1):Najbo £ : x - v surjektivna. Definirajmo druZinoa : Y - set s predpisoma_ y = £°*({y}).
Ker je £ surjektivna, je A druZina nepraznih mnoZic. Po predpostavki (4) je produkt te druZine neprazen,
torej vsebuje neko funkcijo izbirec : Y » U A_y,se pravi,daje £(c(y)) = yzavsaky € yv.Opazimo
Se,dajeu A = v,torejje c prerez £. O

Izbor prestavnikov je torej ekvivalenten Se nekaterim drugim trditvam. Pa te veljajo? Za to potrebujemo
aksiom.



Aksiom izbire: Vsaka druzina nepraznih mnozic ima funkcijo izbire.

Se pravi, e jea : I - set taka druZina mnoZica,dazavsaki € T veljaa i = o,tedajobstajaf : 1T -
U A, zakateregaje f(i) € A izavsei € I.

O aksiomu izbire bomo Se govorili.
Univerzalna lastnost kvocientne mnozice

Naj bo E ekvivalen¢na relacija na a in B mnoZica. Pogosto Zelimo definirati preslikavo
f : A/JE - B
s pomocjo preslikave A -» B. Kdaj lahko to naredimo?

Izrek: Naj bo E ekvivalencna relacijanaaing : A - B preslikava, ki je skladna z £, kar pomeni da g
slika ekvivalentne elemente v enake, se praviV x, y € A . x E y = g(x) = g(y). Iedaj obstaja
natanko ena preslikava £ : A/E - B,daje £([x]_E) = g(x) zavse x € Aa,ali drugace povedano, £ o

g E = gqg.
Dokaz.

DokaZimo najprej, da imamo najvec eno tako preslikavo. Denimodaza £. : A/E » Binf2 : A/E - B
veljaf: o g E = £2 o g_E.Ker je g_E surjektivna, je epi in jo smemo krajSati na desni, od koder res
sledi £1 = f2.

Sedaj dokazimo, da £ obstaja. V ta namen najbo ¢ € A/E x Brelacija

P, v) » I x€EA. XxEEANQGg(X) =Y

Trdimo, da je ¢ funkcijska relacija:

e enoliCnost: Ce je (&, y1) in@(§, y:2),potem obstajata x:1, x2 € §,dajeg(x1) = y1ing(xz2) =
y2.Kerpaveljax: E x:inje gskladnazg,slediy:. = g(x1) = g(x2) = y:.

e celovitost: najbo § € a/E. Tedaj obstaja x € §. OCitno velja g(§, g(x)).

Najbo £ : a/E - B preslikava, ki je doloCena s funkcijsko relacijo ¢. Za x € aveljag([x]_E,
f([x]_E)),od tod pa iz definicije ¢ sledi tudi g(x) = £([x]_E).O

Kanonicna razclenitev preslikave

Najbo £ : a - Bpreslikava. Naj bo ~_f ekvivalen¢na relacija na a, ki jo porodi £,inq £ : A - A/E
kanoni¢na kvocientna preslikava (morali bi jo pisati g {~_£}, kar je neCitljivo). Najboi : £ *(a) - B
kanoni¢na inkluzija slike £ v kodomeno. Preslikava £ : A - £ *(a) je skladna s ~_£, zato obstaja
(natanko ena) preslikavab £ : a/f - £ *(a),daveljab f([x] ~) = £(x). Trdimo:

l.£f=3if ob foqf
2. g_f je surjektivna, b f je bijektivnain i_f je injektivna.

Racunajmo: £(x) = b _f([x] ~) = i f£(b £([x] ~)) = i f(b f(q £f(x))),zavsex € A,od koder
sledi prva trditev.

Vemo Ze, da je kanoni¢na kvocientna preslikava surjektivna in kanoni¢na inkluzija injektivna. Ostane nam
Se bijektivnost preslikave b_£:



e b f jeinjektivna: najbosta§, ¢ € a/(~_£f) indenimo,da veljab £(§) = b_£({).Obstajata x, y
€ A,daje§ = [x] ~inC = [y] _~. Velja

£(x) = i_£(b_£(q_£(x))) = i_£(b_£(§)) = i_£(b_£(J)) = i_£(b_£(q_£(y))) = £(y)
torejjex ~_f yinzato§ = [x]_~ = [y]_~ = C.

e b f jesurjektivna: najbou € £ *(a).Tedajobstajax € A,dajeu = £(x).Vzemimo § = [x] E
in preverimo: b_£(§) = b_f([x]_~) =f(x) = u.O



