AKsiom izbire

Odyvisna izbira

V dokazu o karakterizaciji dobro osnovanih relacij smo uporabili

Aksiom odvisne izbire: Naj bo A neprazna mnoZicainrR € A x A celovita relacija, t.j.,

VxeA.3yeA.xXxRy.

Tedaj obstaja zaporedje a : N » A,dazavsen € Nveljaa(n) R a(n+l).

AKksiom izbire

Aksiom odvisne izbire sledi iz aksioma izbire (tega ne bomo dokazali):
Aksiom izbire (AC): Vsaka druZina nepraznih mnozic ima funkcijo izbire.
Povedano z drugimi besedami:

e formulacija AC: druZina nepraznih mnozic ima funkcijo izbire
e vsaka surjekcija ima prerez < AC
e propaganda: The Banach—Tarski Paradox

Moc¢ mnozic
Konéne mnozice

Definicija: Standardna koncna mnoZica z n elementi je

[n] = {k € N | k < n}

Torej:

[01 = {}

[1]1 = {0}

[2] = {0, 1}
[3] = {0, 1, 2}

Definicija: MnoZica je konéna, ¢e je izomorfna kaki standardni kon¢ni mnozici.

Velja naslednje (ne bomo dokazali): e jeA = [m]inA = [n],jem = n.Torej za kon¢no mnoZico a
obstaja natankoenn € N,da veljaa = [n].Temu n pravimo mo¢ mnoZice a, saj nam pove, koliko
elementov ima A. Mo¢ mnoZice A ozna¢imo z |A].

Zakoni za mo¢ mnoZic:

|nl[ =n

|a x B| = [a] x [B]


https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA

|A + B| = |A| + |B]|

|B"a| = |B["]A]

Pravilo vkljucitve/izkljucitve:

|AuB| = |A] + |B|] - |An B

|[AuBucC| = |a] + |B|] +|c]-|AnB|] -|BNnC|-|CnNnA|l+ |ANnBnC|

In podobno za unijo Stirih ali ve¢ mnoZic.

Neskonéne mnozice in njihova moc¢

Definicija: MnoZica je neskoncna, ¢e ni koncna.
Izrek: Mnozica a je neskonCna natanko tedaj, ko obstaja injektivna preslikava N » A.
Dokaz:

(=) Denimo da a ni kon¢na. Injektivno preslikavo e : N » a definiramo s pomocjo akisoma odvisne
izbire. Ker A ni izomorfna [01], ni prazna, torej obstaja e(0) e A. Denimo, da smo Ze definirali e kot
injektivno preslikavo [n] — A. Tedaj jo lahko razSirimo na injektivno preslikavoe : [n+1] - A takole:
ker e ni surjektivna (Ce bi bila, bi veljaloa = [n]), obstaja x € a,kini v sliki e. Torej izberemo e(n) e
a, ki ni v sliki. Tako dobimo e : N -» A, ki je injektivna.

(<) Denimo, da obstaja injektivna preslikavae : § » a.Ce bi veljaloa = [n], bi imeli izomorfizem £
: A > [n].Tedajbibil £ o e : N » [n] injektivna preslikava, ta pa ne obstaja (dokaz opustimo). o

Mo¢ mnozic
Tudi neskon¢nim mnoZicam Zelimo prirediti moc. Potrebujem taka "Stevila", da lahko vsaki mnozici a
priredimo "Stevilo" |a|, ki pove, koliko elementov ima. Za kon¢ne mnoZice so to kar naravna Stevila. Za
splosne mnozice so to kardinalna Stevila. Zaenkrat Se ne bomo povedali natan¢no, kaj kardinalna Stevila
so. Lahko pa jih primerjamo med sabo, ne da bi zares vedeli, kaj so!
Definicija: Naj bosta a in B poljubni mnoZici. Pravimo:

1. aima enako moc€ kot B, piSemo |a| = |B|, ko obstaja bijektivna preslikavaa » B.

2. a ima mo¢ manjSo ali enako B, piSemo |A| = |B|, ko obstaja injektivna preslikavaa » B.

3. aima moc¢ manjSo kot B, piSemo |aA| < |B|,Ce velja |[A| = |B|in |A] = |B].
Izrek: |a| = |B| natanko tedaj, ko je A = o ali obstaja surjekcijaB » A.

Dokaz.

(=) Denimo,daje £ : A » Binjektivnain A # @. Torej obstaja neki xo € A.Tedaj definiramo
surjektivno preslikavog : B » a takole:

g(y) =x & f(x) =y ali x = xo.

(<) Denimo, da je a prazna ali obstaja surjekcija £ : B » a.Ce je a prazna, je edina preslikava @ » B
injektivna. Ce je £ : B » A surjektivna, ima prerez, ki je injektivna preslikava. o



Cantorjev izrek

Izrek (Cantor): |a| < |p(n)].
Dokaz:
Najprej dokazimo |a| = |p(a)|.ISCemo injektivno preslikava £ : A » P(a). Vzemimo £ (x) = {x}.

Zlahka preverimo, da je £ res injektivna.

Sedaj dokazujemo, da ne obstaja bijekcijaa » p(a). Dokazali bomo, da ne obstaja surjekcijaa » p(a),
kar zadostuje. Denimo,daje g : A » P(a) poljbuna preslikava. Trdimo, da g ni surjekcija. Res,
podmnoZica

S={xehA | x¢&g(x)}

ni v sliki g. Ce bi bila, bi zanekiy e a veljalo g(y) = s, ato bi vodilo v protislovje:

l. veljay ¢ s:Cey € spotemy ¢ g(y) = s po definiciji s.
2. velja- (y ¢ s):Cey ¢ spotemy ¢ g(y) = Sa.O

Stevne in neStevne mnozice

Mo¢ mnoZice N 0zna¢imo z No. (Zaenkrat Se vedno ne vemo, kaj tocno so kardinalna Stevila, a
privzemimo, da imamo kardinalno Stevilo X0, ki ustreza mo¢i mnoZice N.)

Definicija: MnoZica a je Stevna, Ce velja velja |a| = Ko.
Definicija: MnoZica a je nestevna, e ni Stevna.

Izrek: Za vsako mnoZico a so ekvivalentne naslednje izjave:
A je Stevna

obstaja injektivna preslikavaa » N

A je prazna ali obstaja surjektivna preslikavan - a

obstaja surjektivna preslikavan » 1 + A
A je koncna ali izmoforna N

Al e

Dokaz.
(1 = 2)Ce je astevna, velja |A| = No = |N,torej obstaja injektivna o » N po definiciji relacije <.
(2 = 3) To sledi neposredno iz zgornjega izreka
(3 = 4) Denimo, da je a prazna ali obstaja surjektivna preslikavan » a:
1. Cejea = o, potem seveda obstaja surjektivna preslikavan » 1 + a,insicern » ti().

2. Ce obstaja surjektivna preslikava £ : N » a,potem lahko definiramo surjektivno preslikavo g : N
» 1 + A s predpisom

g(0) = ()
g(n) Ll2(f(n-1)) za n >1

(4 = 5) Denimo, da obstaja surjektivna preslikavar : N » 1 + A. Dokazali bomo, da je a izomorfna N,
¢e ni koncna. Predpostavimo torej, da A ni kon¢na. Preslikva r ima prerezs : 1 + A » N, ki je seveda



injektivna preslikava. Preslikvas o 12 : A » N je torej kompozitum injektivnih preslikav, zato je
injektivna. Ker a ni kon¢na, obstaja tudi injektivna preslikava N » a. Po izreku Cantor-Schroder-
Bernstein je torej A izomorfna N.

(5 = 1) Ce je a koncna, je Stevna, ker o¢itno veljaa = |[n]| = |N| = No.Ce je A izomorfna N, potem
seveda velja |A| = |N| = |N| = No.O

Izrek: n x N = N.

Pravimo, da je druzinaa : I » Set Stevna, Ce je Stevna njena indeksna mnoZica I.
Izrek: Unija Stevne druZine Stevnih mnoZic je Stevna.

Dokaz.

Najprej obravnavajmo unijo druZine A : N » Set, kjer je A n Stevna za vse n e N. Tu uporabimo aksiom
izbire, da dokaZzemo Stevnost unije. Za vsak n e N obstaja surjektivna preslikavan » A n + 1.Po
aksiomu izbire obstaja preslikava

e : [ {neN}{£f:N>An+1]| f surjekcija }.
Definiramoe' : N x N > 1 + U n A n:

e'(n, k) = e(n) (k).

Trdimo, da je e’ surjekcijaizN x Nnal + U_n A n.

Nato obravnavamo Se unijo druZine A : I » Set,kjer je I Stevnaina_i Stevnazavsaki e I.O

Cantor-Schroder-Bernsteinov izrek in zakon trihotomije

Izrek (Cantor-Schroder-Bernstein): Ce obstajata injektivni preslikavaa » Bin B » A, potem obstaja
bijektivna preslikavaa » B.

Dokaz. Dokaz je v priloZeni datoteki csb.pdf
Posledica: Ce |a| = |B|in |B| = |a|,potem |A| = |B].
Dokaz. To sledi neposredno iz izreka CSB in definicije <. O

Brez dokaza omenimo $e, da velja zakon trihotomije: za vsaki mnoZici ain B velja |a| < |B]| ali |a] =
|B| ali |B| < |A|,oziroma ekvivalentno

|al = [B] v [B] = [&].
Relacija = potemtakem uredi moc¢i mnozic linearno.

TODO: podaj referenco na dokaz (verjetno Prijateljeve Strukture 1).
Moc¢ kontinuuma in Cantorjeva hipoteza

Vemo, da ima mnoZica realnih Stevil R enako moc€ kot p(N), poten¢na mnoZica naravnih Stevil (to boste
naredili na vajah). Tej moci pravimo mo¢ kontinuuma (ker je "kontinuum" tudi staro ime za R).

Ze Goerg Cantor, utemelitelj teorije mnoZic, $e je vprasal naslednje vprasanje:


file:///private/var/folders/tw/2p25pzx951n_ht9607h10kkc0000gn/T/csb.pdf

Cantorjeva hipoteza: Vsaka neStevna podmnoZica realnih Stevil izomorfna r.

Povedano, z drugimi besedami, po moci ni nobene mnoZice strogo med N in R. Cantorjeva hipoteza je
ostala odprta dlje ¢asa. Dokoncno je Cohen pred dobrega pol stoletja dokazal naslednje:

Izrek (Cohen): 1z Zermelo-Fraenkelovih aksiomov teorije mnoZic Cantorjeve hipoteze ne moremo niti
dokazati niti ovreci.

Pravimo, da je Cantorjeva hipoteza neodvisna od aksiomov teorije mnoZic.
Poznamo Se posploSeno Cantorjevo hipotezo, ki se glasi:
Posplosena Cantorjeva hipoteza: Ce je |a| = |B| = |p(a)|,potemje |B| = |a| ali |[B| = |P(a)].

Tudi posploSena Cantorjeva hipoteza je nedovisna od aksiomov teorije mnoZic. Danes vemo zelo veliko o
tej hipotezi in poznamo, Se mnoge druge izjave o mnoZicah, ki so neodvisne od Zermelo-Fraenkelovih
aksiomov teorije mnoZic. Ti veljajo za nekakSno uradno razli¢ico teorije mnoZic in jih bomo obravnavali
na naslednjih predavanjih.



