Indukcija in dobra osnovanost

Dobra osnovanost

Indukcija na naravnih Stevilih

Poznamo Ze indukcijo na naravnih Stevilih. ZapiSemo jo lahko na ve¢ nacinov, kjer naslednika Stevila n
oznac¢imo n+:

1. Kot aksiom o predikatih na naravnih Stevilih:
®(0) A (YVneN. @) = @(n*)) = VmeN. Q(m
2. Kot lastnost podmnoZic naravnih Stevil:
VSeP(N) .0eSA(VkeN.kes=%k*esS)=5=N
Uporabljali bomo verzijo s podmnoZicami. Najprej jo predelajmo v ekvivalentno obliko:

VS eP(N) . 0esSA(VkeN.keS=%kteS) ==85=N
VSeP(N).0eSA(VmeN.(VkeN.kt=m=keS) >meS) =S =N
VSeP(N) . (VmeN. (VkeN.kt=m=keS) >meS) =S =N

Kaj smo dosegli? Bazo indukcije in indukcijski korak smo zdruZili v eno samo predpostavko
VmeN. (VkeN.k"=m=%keS) =>mesS (1)
Ce vstavimom := 0, dobimo:

(VkeN.kt=0=>keS) ==0¢€8S8S
(VkeN. 1L =>kesS) =0¢€sS
(VkeN.T) =0¢€sS

T = 0¢€ S
0 €8S

Ce vstavimom := n* dobimo:

VmeN. (VkeN. kt =nt = keS) = nt €8
VvVmeN. (VkeN.k=n=%keS) = nt eS8

vmeN.neS = n* €8S

To pa sta ravno obicajna pogoja za indukcijo.

Ali lahko izrazimo indukcijo na naravnih Stevilih tudi brez operacije naslednik? Da, s pomocjo relacije <:
VSePN). (VmeN. (VkeN.k<m=keS) >meS) =S-=N

Temu principu pravimo tudi krepka indukcija, z besedami jo povemo takole: Za podmnoZico s ¢ N velja
s = N,lezavsem e N velja:

Ce so vsa Stevila manjSa od m v s, potem je tudim v s.



Denimo, da s res ima dano lastnost. Ali je 0 € s? Da, ker za vse predhodnike o0 velja, da so s (saj jih ni).
Ali je 1 € s? Da, saj za vse predhodnike 1 velja,da so v s. Alije 2 € s? Da, saj za vse predhodnike 2
velja, da so v s. In tako naprej.

Dobra osnovanost

Princip indukcije na naravnih $tevilih posploSimo.

Definicija: Relacijar ¢ Ao x a je dobro osnovana, Ce velja:

VSePA) . (VyeA. (VXeA.XRy=x€S8) >yeS) =S =A.
Mnozici s € A, ki zadoSCa pogoju

VyeA. (VXeA.xXxRy=>xe€eS) =y €S

pravimo R-progresivna mnozica.

Kaj smo pravzaprav naredili: opazili smo, da ima relacija "k je neposredni predhodnik m" na N pomembno
lastnost (1). Zanima nas, ali imajo tudi druge relacije to lastnost, saj nam bodo omogocile neke vrste
posplosen princip indukcije. Z definicijo smo dali relacijam, ki nas zanimajo, ime.

Primer: dvojiSka drevesa

Naravna Stevila N so induktivno definirana mnoZica. To pomeni, da elemente N opredelimo s pravili, ki
povedo, kako se gradi naravna Stevila:

l.oen
2. ejen e N,potem je n* € N

MnoZica N vsebuje natanko tiste elemente, ki jih lahko zgradimo s pomocjo teh pravil:
0, 0+, 0++, O+++, 0++++,
Tu sta 0 in + miSljena kot simbolni oznaki, podobno kot t: in t. v definiciji vsote mnoZic.

Na tak nacin lahko definiramo tudi druge mnoZice. Na primer, dvojiSka drevesa so induktivno definirana
mnoZzica Tree, s predpisoma:

1. empty € Tree
2. Cejet:1 € Treeint: € Tree,potem je tree(t:, tz2) € Tree

Z besedami: drevo je bodisi prazno, bodisi je sestavljeno iz dveh poddreves. Ali znamo naSteti vsa
drevesa, ali Se bolje, jih narisati?

empty,

tree(empty, empty)

tree(empty, tree(empty, empty)),
tree(tree(empty, empty), empty),
tree(tree(empty, empty), tree(empty, empty)),

Definirajmo relacijoR € Tree x Tree s predpisom:

t Rs & 3 uec Tree . s = tree(t, u) V s = tree(u, t)



To je relacija "neposredno poddrevo". Ta relacija je dobro osnovana (¢esar ne bomo dokazali) in nje pa
dobimo naslednji princip indukcije za dvojiSka drevesa.

Indukcija za dvojiSka drevesa: Najbo s ¢ Tree podmnoZzica dreves, za katero velja:

1. Prazno drevo je v s.
2. Zavsadrevesat: int: velja:ejet: € Sintz e s,potem je tree(ti, tz) € S.

Tedaj je s = Tree.
Princip povejmo Se kot logi¢ni princip:
Indukcija za dvojiSka drevesa: Naj bo ¢ lastnost dvojiskih dreves, za katero velja:

1. Baza indukcije: ¢ (empty)
2. Indukcijski korak: za vsa drevesa t: in t2, e velja @ (t1) in @ (tz), potem ¢ (tree(ti, tz2)).

Tedajv t € Tree, @(t).

Kot vidimo, imamo v indukcijskem koraku dve indukcijski predpostavki, ker ima vsako sestavljeno drevo
dve poddrevesi.

Dobra osnovanost in padajoce verige

Kako pa bi dobili kak protiprimer, se pravi, relacijo, ki ni dobra osnovanost? Poiskati moramo kako
lastnost, ki jo imajo vse dobre osnovanosti.

Definicija: NajboRr ¢ a x arelacija na a. Padajoca veriga (za relacijo r) je zaporedjea : N » A,za
katerega veljav i € N . a(i+l) R a(i).

Se pravi, da je padajoCa veriga zaporedje, za katerega velja

a4 Ra3Ra2RalRado
Cikel je kon¢na podmnozica {a_0, .., a n} da velja

a 0ORalR"""RanRado
Iz takega cikla dobimo padajoco verigo, tako da cikel ponavljamo v nedogled:

RaOR-RanRaORalR- - RanRado
Lemma: V dobri osnovanosti ni ciklov in ni padajocCih verig.
Dokaz. Dovolj je pokazati, da ni padajocih verig, saj iz cikla dobimo padajoco verigo. Denimo, da je a :
N » A padajoCa verigazaR S A x A.Dokazali bomo, da R ni dobro osnovana. Se pravi, da moramo
poiskati rR-progresivno podmnoZico s ¢ a,zakatero veljas = a. Vzemimos := A \ { a(i) | i e N
}.OCitno veljas = aA,sajjea(0) € Aina(0) ¢ s.Preverimo, da je s progresivna, se pravi, da je
VyeA. (VXeEA.XRy=x€8) >y €S
Najboy € aindenimo, da velja

VxeA.XRy=x¢€eS§S (2)

Dokazati moramo y e s.Obravnavamo dve moZnosti:



1. Cey e s, potem seveda slediy € s.

2. Cey ¢ S,potem obstajai € N,dajey = a(i).Kerjea(i+l) R a(i),iz predpostavke (2) sledi y
= a(i) e s.

Torej v vsakem primeru veljay e s. O

Protiprimer: Sedaj lahko zlahka priskrbimo kak protiprimer. Na primer, cela Stevila z z relacijor ¢ z x
z

aRb&®a+1l=">D0
niso dobro osnovana, ker imajo padajo€o verigo
“R (-3) R (-2) R (-1) RO

Prav tako ni dobro osnovana relacija < na intervalu [0, 1], ker imamo padajo€o verigo a(n) = 2"{-n}.

Dobra urejenost

PosploSimo sedaj Se krepko indukcijo na naravnih Stevilih. Tokrat bomo najprej posplosili strogo
urejenost <.

Stroge urejenosti
Definicija: Relacijar ¢ A x a je stroga urejenost, Ce je

1. irefleksivna: v x e A . = (x R x)
2. tranzitivna:v x, y, z € A . X Ry Ay R z = X R z

Stroga urejenost je linearna, e je Se
1. sovisna:v x, ye A . xRy Vx=yVyR X.
Za stroge urejenosti uporabljamo simbole <, c, <, c ipd.
Relaciji < in = na Stevilih sta med seboj povezani, saj denimo za realna Stevila velja
X <ye x<yAXx=z2Yy
in
XSy&© x<yVxx=y (3)
To velja v sploSnem. Stroa urejenost < na mnoZici A porodi delno urejenost = na a, definirano s predpisom:
X =y & X=yVX=y
V obratno smer, delna urejenost c doloca strogo urejenost c, definirano s predpisom
aCb & a#bAacthb (4)

Seveda je treba preveriti naslednja dejstva:



e Ce je < stroga urejenost, potem je < definirana s (3) delna urejenost
e Ce je t delna urejenost, potem je c definirana s (4) stroga urejenost.

Tako lahko prehajamo med delno in strogo urejenostjo.

Dobra ureditev

Definicija: Relacija je dobra ureditev, e je dobro osnovana in stroga linearna ureditev.

Izrek: Relacija je dobra ureditev natanko tedaj, ko je dobro osnovana in sovisna.

Dokaz. V eno smer je ekvivalenca o€itna, zato dokazimo samo obratno smer. Denimo,dajerR € A x A
dobro osnovana in sovisna relacija. Doazujemo, da je dobra ureditev, se pravi, da potrebujemo Se

irefleksivnost in tranzitivnost R:

e R je irefleksivna: Ce bi veljalo x R x za x € A, potem R ne bi bila dobro osnovana, ker bi vsebovala
padajoCo verigo - x R x R x.

e R je tranzitivna: denimo, da veljax R yin x R z. Dokazujemo x R z.Ker je R sovisna, veljax R z
alix = zaliz R x.Pokazimo,dax = zin z R x nista moZna:

1. Cejex = z,potem veljax R yiny R x,torej x in y tvorita cikel, a R je dobro osnovana, zato
to ni mozno.

2. Ce veljaz R x, potem dobimo cikel x R y R z R x, kar spet ni moZno. o

Lema: Denimo, da je < stroga urejenost na neprazni mnozici B. Ce B nima s-minimalnega elementa,
potem ima padajoco verigo.

Dokaz. Denimo, da B nima minimalnega elementa, torej
" 31xe€eB.VyeB.y=ZXxX=Y = X.

To je ekvivalentno
VxeB.3yeB.ys=sxAy=#X

kar je ekvivalentno

VxeB.3yeB.y<XZX. (5)

Padajoco verigob : N » B definiramo z zaporedjem izbir: ker je B neprazna, lahko izberemo neki
element b(0) e B.Denimo, da smo za neki i e N Ze izbrali elemente b(0), ..., b(i) tako,da velja

b(i) < b(i-1) < ... < Db(l) < b(0).

Ker B nima minimalnega elementa, b (i) ni minimalni, torej po (5) obstajatak y € B,dajey < b(i).
Torej lahko izberemo b(i+1) e B,daveljab(i+l) < b(i).O

Pozor: v zgornjem dokazu smo uporabili aksiom odvisne izbire, ki je poseben primer aksioma izbire in o
katerem bomo Se govorili.

Izrek: Naj bo c relacija na a. Tedaj so ekvivalentne naslednje izjave:

1. c je dobro osnovana
2. vsaka neprazna s € A ima c-minimalni element



3. Anima c-padajoce verige.

Dokaz.

(1) = (2) Denimo, da je s € a neprazna. Ce uporabimo (1) naa \ s dobimo
(VyeA . (VXeEA.xXxCy=xeA\S) =yeA\NS)=>A\S8=0
Ker je s neprazna, dobimo zaporedje ekvivalentnih izjav:

(VyehA. (VXeEA.xCy=x€A\S)=>2yeA\S) =1

"~ (VyeA. (VXeEA.xCy=xe€hA\S)=>yen\S)
JyeA. (VXEA.XCy=xe€A\S)AyegAN\S

3 yeA. (VXeEA.XLCVYy=X¥€S8)ANyesS

3 yesS.VXeEA.XLCyYy=XE€S

yeS. (VXeA.XLCyYy=ZXE®g&S)

Torej obstaja element y e s z lastnostjo, da pod njim ni nobenega elementa iz s, kar pa pomeni, da je y
iskani minimalni element.

(2) = (3) Denimo,daje a : N » A padajoCa veriga. Tedaj slika { a(n) | n € N } ne biimela
minimalnega elementa, v nasprotju z (2).

(3) = (1) Denimo, da je s ¢ a progresivna. Trdimo, da mnoZicac := A \ s nima minimalnega
elementa. Ce bi bil ¢ € ¢ minimalni v ¢, bi to pomenilo

VXeA.XLCCcC=2x¢Z(C,
kar je ekvivalentno

VXXeA.XLCLC=ZXE€ES.

Ker je s progresivna, od tod sledi ¢ e s, kar ni mogoce.

Dokazati moramo, da je ¢ prazna. Ce ne bi bila, bi lahko uporabili lemo in dobili padajoco verigo v a, kar
je v nasprotju s (3). o

Izrek: Naj bo c stroga urejenost na a. Tedaj so ekvivalentne naslednje izjave:

1. c je dobro urejena
2. vsaka neprazna mnoZzica s € Aima c-prvi element: to jetak x € s,davelljavy e s . x =y =

X C Y.
3. A nima c-padajoCe verige in c je sovisna

Dokaz je podoben dokazu prejSnjega izreka. Poskusite ga dokazati sami tako, da predelate dokaz
prejSnjega izreka.

Primeri:

1. Naravna Stevila N urejena z relacijo <.



2. Kon¢na mnoZica {0, .., n} urejena z relacijo <.

3. Ce sta (p, < P) in (Q, = Q) dobri urejenosti, potem je dobro urejena tudi P + @ z relacijo c, ki p
postavi pred o:

u C

L2(y)) Vv
Li(x) ANv = L1(y) VX =Py)V
l2(y) Vx=0y).

(3 e P .3JyeP . u

v
(I3xeP.3FyeQ.u=1L1(xXx)Av
X

(IxeQ.3ye.u

L2(x) ANV
4. S prejSnjim primerom lahko seStevamo dobre urejenosti, na primer N + 3 je dobra urejenost
0<1<2< " <W<KW+1l1<wH+2
Alipaw+ o

0 <1 <2< """ <W<KWH+1I<wW+2<: -



