Relacije

Predikati

Predikat na mnoZici a opredeljuje kako lastnost elementov mnoZice A. Ce je p predikat naain x e a,
potem se je smiselno vprasati, ali x zadoS€a predikatu p. Odgovor je resni¢nostna vrednost, ki jo ozna¢imo
SP(x).

Na primer, na mnoZzici naravnih Stevil § lahko obravnavamo predikat "je sodo Stevilo". Tako na primer 4
zadoSc¢a predikatu "je sodo Stevilo", 7 pa mu zadosca.

Predikat p na mnozici a lahko predstavimo na dva nacina:

e kot preslikavop : A » 2,kislikax € avresni¢nostno vrednost P (x),
e kot podmnoZico P ¢ Atistih x € A, za katere velja p(x).

Oba nacina predstavitve sta uporabna, spoznali pa smo Ze izomorfizem med njima, saj velja p(a) = 2"A.

Relacije

Relacije s ve¢mestni predikati. Se pravi, relacija r opredeljujejo kako lastnost urejenih vecteric
kartezinega produkta a: x A> x -+ x A n.Pravimo, da je R n-Clena relacija na mnozicaha 1, ..,
A n.

Na primer, na mnoZici tock v ravnini lahko obravnavamo relacijo kolinearnosti. To je tri¢lena relacija:
tocke a, B in ¢ so kolinearne, kadar obstaja premica, ki vsebuje vse tri tocke.

Relacijo R na mnozicah o 1, .., A nlahko predstavimo na dva nacina, podobno kot predikate:

e kot preslikavoR : A1 x Az x - x A n » 2
e kot podmnoZicOR € A1 x Az x - x A n

Bolj obi¢ajna je predstavitev s podmnoZicami, zato bomo dejstvo, da je r relacija na mnozicah a 1, ..,
A nzapisalikarkotR € A1 x A2 x -+ x A n.Zaelemente x: € A1, .., x n € A ndejstvo,dasov
relaciji R zapiSemo R(x1, .., x_n),vCasih patudi (x:, .., x_n) € R.

Na mnozicah A 1, .., A nlahko vedno definiramo:

e prazno relacijo @: nobeni elementi niso v prazni relaciji
¢ polno relacijoa: x a: x - x A_n: vsi elementi so v polni relaciji

V praksi so najbolj pogoste dvoclene relacije, se pravi relacije na dveh mnozicah,R ¢ A x B. V tem
primeru pravimo mnoZici A domena in B kodomena relacije r.

Pomembna relacija na mnoZici a je enakost ali diagonala na a:
Ar:={ (x, y) eAxA | x=y}
Zakaj ji pravimo diagonala?

Izmed dvocelnih relacij so najbolj pogoste relacije, pri katerih se domena in kodomena ujemata, torej R <
A x A.V tem primeru pravimo, da je R relacija na mnozici a.



Denimo,dajer € A x Brelacija,x € Ainy e B. Dejstvo, da sta x in y v relaciji R zapiSemo na enega od
nacinov

1. (x, yv) e R
2. R(x%, V)
3. x R y

Prvi zapis se uporablja, kadar je R podana kot podmnoZica a x B, drugi kadar podamo r z logi¢no
formulo. Tretji nacin je tudi pogost, Se posebej kadar je relacija oznacena s simbolom kot je =, =, <, >, c, ~
ipd.

Relacijo lahko opiSemo na vec¢ nainov:

e s formulo
e 7 resniCnostno tabelo
e z usmerjenim grafom

Predstavitev relacije R € A x A z usmerjenim grafom: za vozlis¢a grafa vzamemo elemente mnoZice a,
nato pa nariSemo puscico od x do y, kadar veljax R y.

Osnovne lastnosti relacij

Relacije, ki so pomembne v matematic¢ni praksi imajo pogosto lastnosti, ki jih poimenujemo.
ZarelacijoR € A x A pravimo da je:

refleksivna: v x e A . x R x

simetricna: v x, y e A . x Ry = y R x
antisimetricna:v x, y e A. x RyAyR X = x =y
tranzitivna:v x, y, z€e A . x RyAy Rz = xR z
irefleksivna: v x e A . - (x R x)
asimetriCcna:v x y e A . x Ry = - (y R x)
sovisSna:v x y e A . x#y =>xRyVvVyRX
strogosovisna:v x y e A . x Ry VyRX

Vprasanje: kako iz usmerjenga grafa relacije razberemo refleksivnost in simetri¢nost? Kaj pa ostale
lastnosti?

Operacije na relacijah

Unija, presek in komplement relacij

Ker so relacije pravzaprav podmnoZice, lahko na njih uporabljamo operacije unija n, presek u in
komplement o*c. Denimo, da star, s ¢ A x Brelaciji. Tedaj velja:

® x (RUS) yS® XRyYyVvVxXxSy
® X (RNS)ye XxXRyAxXSYy
® ¥ (R'c) vy & 7" (X RYy)

Primer:

e komplement relacije enakosti = je relacija neenakosti #



e unija relacij < in > na realnih Stevilih je relacija =
e presek relacij = in = na realnih Stevilih je relacija =

Transponirana relacija

Dvojiske relacije lahko tudi transponiramo. Transponiranka relacije R € A x B jerelacijaR"T € B x A,
definirana s predpisom

y R'T x & xRy

ali ekvivalentno

R"T := { (y, X) e BxA | xRy}

Ocitno velja (R"T)"T = R, torej je transponiranje involucija.
Primer:

e transpozicija relacije < na realnih Stevilih r je relacija > na r,
e komplement relacije < na R je relacija = na R.

Kompozitum relacij

Nadalje definiramo kompozitum relacijR € A x Bins ¢ B x c kotrelacijos o R € A x C,s
predpisom

X (S°oR)z&3IJyeB.xRyYyAyYySz
ali ekvivalentno
SeR:={ (x, 2) e AxC | 3€B. (X,) €RA (y,z) €S}
Se pravi,dastax € aAinz e cvrelaciji s o R,Ce sta preko s in R povezana s kakim elementom y € B.
Primer:
e kompozitum relacij "x je otrok od y" in "z je mati od y" je relacija "z je babica od x".
Izrek:

1. Kompozitum relacij je asociativen: T o (S o R) = (T o S) o R
2. Diagonala je enota za kompozicijorelacij: A B e R = R = R o A_A

Naloga: Zgornji izrek zapiSi bolj natan¢no, da bo razvidno, kaj so domene in kodomene relaci;.

Dokaz.

Asociativnost kompozicije: NajboR € A x B,s € B x CInT € C x Dtera € Aind e D.Tedaj velja
a (T o (S °R))d &

3 ceC.a(So°R)ycAcTd &

3ceC. (3 beB.aRbADbDRc)AcTd (1)

in



a ((T o S) o R) d &
ibeB.aRbADb(TosS)d o
3IbeB.aRbA(F3ceC.bScAcTd) (2)

Torej je treba dokazati ekvivalenco izjav, ki sledi iz Frobeniuseva pravila (kjer je p formula, v kateri x ne
nastopa kot prosta spremenljivka):

(I xeX.pAdx)) & pAN3I xe X . qx)
Dokaz ekvivalence prepus¢amo za vajo (najlazje je narediti verigo ekvivalenc med obema izjavama).

Diagonala je enota za kompozicijo:naboR € A x Bterx € Ainy e B. Tedaj velja

X (_B o R) Y &
3zeB.xRyAyABz &
3z€eB.xXRYyAYy =2 &
X Ry

V zadnjem koraku smo uporabili ekvivalenco (3 u €e U . u = v A P(v)) & P(v).Podobno dokaZemo,
da je diagonala desna enota. o

Kompozitum relacij ima torej podobne lastnosti kot kompozitum funkcij.

Zan e N definiramo n-to potenco relacije R € A x akotrelacijoR*n € A x A takole:
xRRny&© 320, ., 2zn .z 0=xAzn=yAVvie {0, ., n-1} . z iR z {i+l}
To je precej necitljiva formula, enostavneje je to n-kratni kompozitum relacije R same s sabo:

R°n := R o =+ o R

Funkcijske relacije

Funkcijo £ : a » B smo definirali kot prirejanje med elementi a in B. A kaj pravzaprav je "prierjanje"?
Je to funkcijski predpis, program, kaj drugega? Sedaj lahko povemo natan¢no: prirejanje, s katerim je
podana funkcija, je relacija med elementi domene in kodomene.

Definicija: Najbo £ : A » B funkcija. Graf funkcije £ je relacijal_f ¢ a x B, definirana s predpisom
xlfye f(x) =y

ali ekvivalentno

f:={ (x,y) eAaxB| f(x) =y}

Skratka, graf funkcije ni ni¢ drugega kot njeno prirejanje.

Sedaj pa se vprasajmo: kakSnim pogojem mora zadoScCati relacijarR € A x B, da je prirejanje za neko
funkcijo? Odgovor poznamo: biti mora enoli¢na in celovita.

Definicija: Relacijar ¢ A x B je funkcijska relacija, Ce je



I. celovitatv x e A . 3yeB . xRy
2.enoliCna:v x e A . vy, y2€ B .xXxRyiL AXRy2z = y1 = y2

Ekvivalentno to zapiSemo: v x e A . 3! y € B . x R y.

Graf I_f ¢ A x Bfunkcije £ : A » B je vedno funkcijska relacija.

Funkcijska relacijar ¢ a x B doloc¢a preslikavo @ R : A » Bdefinirano s predpisom
@R : X+~ (LyeB.xXxRY)

Ce vzamemo funkcijo £ in tvorimo njen graf I _£ nato pa iz njega funckijo @ (I_£) dobimo nazaj prvotno
funkcijo £. Obratno, Ce je R funkcijska relacija, tedeaj je I_(¢_R) enaka R. Torej imamo izomorfizem

B'A~{REAXB | VxeA.3lyeB.xRy]}
Izjava: Kompozitum funkcij se ujema s kompozitumom relacij:
 (gof)y=Tgol £

Dokaz prepustimo za vajo, Se prej pa morate izjavo zapisati bolj natan¢no: od kod in kam slikata
preslikavi £ in g, kaj pomeni kompozitum na levi in kaj na desni?

Ovojnice relacij

Pogosto imamo opravka z relacijo r, ki nima Zelene lastnosti (na primer ni tranzitivna) mi pa Zelimo
relacijo, ki to lastnost ima. Ali lahko r kako spremenimo, da bo imela Zeleno lastnost? Ce to lahko
naredimo na vec nacinov, ali se eden od njih odlikuje?

Najbor ¢ a x arelacija. Tedaj pravimo, da je relacijaT € A x A tranzitivna ovojnica relacije r, ¢e
velja:

1. T je tranzitivna
2.RET
3.Cejes € A x Atranzitivnain veljar € s,tedajjeT ¢ s.

Povedano drugace: tranzitivna ovojnica relacije R je najmanjsa tranzitivna relacija, ki vsebuje r. Zaenkrat
ne vemo, ali ima vsaka relacija tranzitivno ovojnico.

Izraz "ovojnica" uporabljamo, ker si lahko mislimo, da smo relacijo "ovili" tranzitivno relacijo tako, da se
ji slednja ¢im bolj prilega. Namesto "ovojnica" reCemo tudi ogrinjaca ali zaprtje.

Poleg tranzitivne ovojnice lahko definiramo tudi druge ovojnice:

o refleksivna ovojnica relacije R € A x A je najmanjsa refleksivna relacija, ki vsebuje r

e simetricna ovojnica relacije R € A x A je najmanjSa simetri¢na relacija, ki vsebuje r

¢ refleksivna tranzitivna ovojnica relacije R € A x A je najmanjSa refleksivna in tranzitivna
relacija, ki vsebuje r

c
c

Ali take ovojnice sploh obstajajo? Obravnavajmo le tranzitivne ovojnice, saj so ostali dokazi zelo
podobni. Klju¢no pri dokazu obstoja tranzitivne ovojnice je naslednje dejstvo.

Lema: Najbo A mnoZicainR : I » P(A x A) druZinarelacijna a.Ce za vsak i e 1 velja,da je R
tranzitivna relacija, potem je tudi presek n R tranzitivna relacija.



Dokaz. 1z definicije preseka druZine mnoZic (relacije so le posebne mnoZice) sledi

X (NR) y e VvielI.xRiy

DokZimo, da je n R tranzitivna. Najbodo x, y, z € aindenimo,daveljax (n R) yiny (n R) z,kar
je ekvivalentno

VielI.xRiy (1)
in
VjeI.yRjz (2)

Dokazati moramo x (n R) z,kar je ekvivalentno

VkelI.xRkaz

Naj bo torej k e 1,dokazujemo x R_k z.Uporabimo (1) pri i = k in dobimo
X R ky

Uporabimo (2) pri j = k in dobimo

Yy Rk z

Po predpostavki je R_k tranzitivna relacija, torej veljax R_k z.0O

Izrek: Vsaka relacijar € A x A ima enoli¢no tranzitivno ovojnico.

Dokaz. Najprej premislimo, da ima R najveC eno tranzitivno ovojnico: €e sta s in T obe tranzitvni ovojnici
R, potem iz definicije tranzitivne ovojnice sledis € TinT € s, torej veljas = T.

Sedaj pokazimo, da R ima tranzitivno ovojnico. NajboRrR ¢ a x a. Definiraymo mnoZico relacij
D:={SCSAxA| RESSAS je tranzitivna }
Trdimo, da je n D tranzitivna ovojnica relacije R:

1. Iz prejSnje leme sledi, da je n D tranzitivna.

2. Kerveljar ¢ szavsaks e D,sevedasledir € n D.

3. Denimo,dajer € TinT S A x A tranzitivna relacija. Tedaj veljaT € D,torejje T € n D.O
Po istem kopitu pokazemo, da ima vsaka relacijaR € A x A tudi ostale ovojnice. Je pa zgornji izrek
neroden, ker nam dokaz ne poda uporabnega opisa tranzitivne ovojnice. Povejmo, kako lahko razne
ovojnice opisSemo bolj eksplicitno:

1. Refleksivna ovojnica relacije R je relacijarR u A_a, se pravi, da relaciji R dodamo Se diagonalo.

2. Simetri¢na ovojnica relacije R je relacijaR U R"T

3. Tranzitivna ovojnica relacije R je relacijaR"+ := u_{n = 1} R"n, se pravi

R+ :=RU (R°oR) U (Ro©°RoR)U-"

4. Refleksivna tranzitivna ovojnica relacije R je relacijaR"* := u_{n = 0} R"n, Se pravi



R** := AAURU (RoR) U (R©°RG®R)U



