Lastnosti preslikav

Osnovne lastnosti preslikav

Definicija: Preslikava £ : a > Bje

e injektivna,koveljav x y e A . £(x) = f(y) = x =y
e surjektivna,koveljavy eB . 3xena . £(x) =y
e bijektivna, ko je surjektivna in injektivna

Naloga: primerjaj definicijo injektivnosti z zahtevo, da mora biti biti enoli¢no prirejanje, ki doloc¢a
preslikavo, enoli¢no.

Naloga: primerjaj definicijo surjektivnost z zahtevo, da mora biti celovito prirejanje, ki doloca preslikavo.
Definicija: Preslikava f : o - Bje

e monomorfizem (mono), ko jo lahko krajSamonalevi:v c € set vg, h : C»> A . £ o g =f
oh=g=h

e epimorfizem* (epi), ko jo lahko krajSamonadesni:v c € Sset v g, h : B> C . go f =h o
f = g=nh

Izrek 1: Najbostaf : A » Bing : B » c preslikavi.

1. Kompozicija monomorfizmov je monomorfizem.
2. Kompozicija epimorfizmom je epimorfizem.
3. Cejeg o fmonomorfizem, je £ monomorfizem.
4. Cejeg o £epimorfizem, je g epimorfizem.

Dokaz:

1. Najbostat : A » Bing : B » ¢ monomorfizma. Dokazujemo, da je g o £ tudi monomorfizem.
Najbostah, k : D » A preslikavi, za kateri velja (g o £) e h = (g o £f) o k.Dokazujemo h
k. Ker je kompozicija preslikav asociativna, veljag o (£ e h) = (g e £) e h = (g o f) o k g
o (f o k).Ker je g monomorfizem, ga smemo krajSati na levi, torej dobimo £ « h = £ o k. Ker
je £ monomorfizem, ga smemo krajSati in dobimo Zeleno enakost h = k.

2. Dokaz je podoben 1, le vloga leve in desne strani se spremeni (vaja).
3. Dokaz je podoben 4, le vloga leve in desne strani se sprementi (vaja).

4. Najbostaf : A » Bing : B » Cpreslikaviing o f epimorfizem. Dokazujemo, da je g
epimorfizem. Naj bostah, k : ¢ » D taki preslikavi,da veljah o g = k o g. Dokazujemo, da je
h =%k.Izh o g =k o hsledi (h o g) o f = (k o g) o f.(vjeupo§tevam0 asociativnost
kompozicije, dobimoh o (g o £) = k o (g o f).Kerjeg o fepimorfizem, ga smemo krajSati
na desni, od koder dobimo Zeleno enakost h = k. O

Izrek 2: Za preslikavo £ : A » Bvelja

1. £ je monomorfizem < f je injektivna
2. £ je epimorfizem < £ je surjektivna



3. £ je izomorfizem < £ je bijektivna
Dokaz:

1. Cejefmonomorﬁzemin f(x) = f(y),tedajje (£ o (u » x)) () = £(x) = £(y) = (f o (u
> y)) (),torej (u » x) = (u » y) torej x = y.

Cejefinjektivnainf o g = f o h,potem je za vsak x £(g(x)) = f(h(x)),torej g(x) = h(x)
za vsak x, torej g = h.

2. Ce je £ epimorfizem: obravnavajmo mnoZico
S={zeB | 3IxehA.£f(x)=21}

ter preslikavix s : B » 2in(y » T) : B » 2. Kerveljax s o« £ = (y » T) o f,sledix s =
(y » T),torej s = B,Kar je surjektivnost.

Ce je £ surjektivnaing o £ = h o f:najboy e B.Obstajax e a,daje £(x) = y. Torej je
g(y) = g(£(x)) = h(£(x)) = h(y).
Torej je g = h.

3. Ce je £ izomorfizem, potem

o fjeepi,kerjeid B = £ o £-1epi
o fje mono,kerje id_ A = £-1 o f mono

Ce je £ bijektivna, potem je njen inverz £- 1 definiran s predpisom
f(y) = tx e A . f(x) = y"tisti x,ki gafslikavy"
Dokazati je treba 3t x . f(x) = y:

o 3 x . f(x) = yjesurjektivnost £
0 v x1 x2 . £(x1) =y A f(x2) =y = x1 = x2 sledi iz injektivnosti £ O

Definicija: Cestat : A > Bing : B - A taki preslikava,da veljaf o g = id_B, pravimo:

f je levi inverz g

g je desni inverz £

g je prerez preslikave £
f je retrakcija iz Bnaa

Opomba: retrakcija in prerez ni isto kot izomorfizem!
Izrek 3: Retrakcija je epimorfizem, prerez je monomorfizem.

Dokaz:

Denimo, da velja £ o g = id, torej je £ retrakcija in g prerez. Ker je id monomorfizem, je po izreku 1
tudi g monomorfizem. In ker je id epimorfizem, je po istem izreku £ monomorfizem. o

Slike in praslike



Najbo £ : a » B preslikava. Tedaj definiramo izpeljano mnoZico

{ f(x) | xeA} :={yeB|3xenA.y=£f(x)]}

ter izpeljano mnoZico s pogojem

{f(x) | xen | @(x) }:={yeB|3Ixehr. x)Ay=£f(x)}
Obicajno se pise izpeljano mnoZico s pogojem kar

{ £(x) | x e A A @(x) }

Primer: MnoZica vseh kvadratov naravnih Stevil je izpeljana mnoZica { n2 | n € N }.
Definicija: Najbo £ : A » B preslikava:

1. Praslika podmnoZice s € Bje £°*(S) := { x € A | £(x) € S }.
2. Slika podmnoZice T € Ajef *(T) := { ye B | 3 x e A . £(x) =y }.

Kot vidimo, lahko sliko zapiSemo tudi kot izpeljano mnoZico
£ *(T) := { f(x) | xeT}

Zaloga vrednosti je slika domene, torej £ *(B).

Praslika £ je preslikava £°* : p(B) » P(a).

Slika je preslikava £ * : P(a) » P(B).

Torej sta A* in _* funkcionala viSjega reda:

"% : B*A » P(A)"P(B)
_* : B"A » P(B)"P(A)

Najbo £ : A » Bpreslikava:

e praslike so monotone: e je S € T € A,potem je £ *(S) S £_*(T)
e slike so monotone: e je X € Y € B, potem je £°*(X) S £ *(Y).

Izrek 4: Najbof : A » Bins : I » P(B). Tedajje

e f*x (U {i € I} s i)
e £ x (n {i € I} s i)

U {i € I} £7%(S_ i)
N {i € I} £7*(S_ i)

Dokaz:

DokaZimo prvo izjavo, druga je zelo podobna, le da 3 zamenjamo z v.

Dokazujemo £°* (U _{i € I} s i) € U {i € I} £**(s_i).Najbox € £** (U {i € I} s i)in
dokazujemox € U {j € I} £**(s_j).Kerjef x e u {i € I} s iobstajak € I,dajef x € S k,
torejjex € £°* S k € U {i € I} £°*(S_i).O

Izrek 5: Najbof : A » BinT : I » P(a).Tedajje

® f * (U {ieI}Ti=uU/{ieTI} £ *(T i).
e f * (N {ieI}Ti) S n {ielI} £ *(S i).



Torej velja tudi:

o £%(Q) = @

e f *(3) =

e £f*%(B) = A

® £ *(S UT) = £°%(S) U £"*(T)
® £ *(S N T) = £°%(S) N £°*(T)

Poleg tegaimamozas <€ B

7% (8°) = (£7°*(8))°.



