Razredi in druzine

Russellov paradoks

V prejsnji lekciji smo spoznali zapis podmnozZice

{xen| @ox)}

ki tvori podmnoZico A vseh elementov, ki zadoS$¢ajo pogoju x. Ko je bila teorija mnoZic Se v povojih, se je
sama po sebi ponujala ideja, da bi lahko opisali mnozice kot "kakr$nokoli zbirko stvari. Torej bi lahko
pisali

{ x| o)}

za mnozico vseh tistih stvari (objektov, matemati¢nih entitet), ki zadoS¢ajo pogoju ¢. Se pravi, da bi
veljalo

ae {x | @(x)} e @(a)

A izkazZe se, da ne moremo kar tako tvoriti povsem poljubnih mnoZic objektov. To je odkril znameniti
filozof, logik in matematik Betrand Russell. Razmislek se po njem imenuje Russellov paradoks. Le-ta je v
matematiko vnesel pravo "krizo temeljev", iz katere se je v prvi polovici 20. stoletja razvila logika in
temelji matematike, kot jih poznamo danes.

Russellov paradoks gre takole. Denimo, da bi lahko tvorili poljubne mnoZice objektov. Tedaj bi lahko
tvorili tudi mnozico vseh mnozic, ki niso element same sebe:

R:={S | s¢sS}
Sedaj bomo izpeljali protislovje tako, da bomo dokazalir € RinR ¢ R:
1. DokaZimoRr ¢ R.

Denimo, da bi veljalo R € R.Potem po definiciji R veljarR ¢ R, kar je v protislovju s predpostavko
R € R.

2. Dokazimo R e R. Dokazujemo s protislovjem.
Denimo, da bi veljalo R ¢ R.Potem po definiciji R veljarR e R, kar je v protislovju s predpostavko.

Kaj lahko storimo? O¢itno je treba pazljivo nadzorovati dopustne konstrukcije mnoZic.

Mnozice in razredi

V sodobni teoriji mnoZic Russellov paradoks razreSimo tako, da lo¢imo med dvema razli¢nima zvrstema
zbirk ali skupkov elementov, namre¢ mnoZicami in razredi.

Torej imamo opravka s tremi zvrstmi matemati¢nih objektov:
1. Elemnti, ki niso mnoZice (na primer naravna Stevila), pravimo jim urelementi.

2. Zbirke elementov, ki se imenujejo mnoZice.
3. Zbirke elementov, ki se umenujejo razredi.



Elementi mnoZic so urelementi in mnoZice. Enako velja za razrede.
V ¢em je torej razlika med mnoZicami in razredi?

Mnozica je lahko element (druge mnoZice ali razreda) Razred ne more biti element (druge
mnoZzice ali razreda).

S tem Zelimo povedati, da je zapis
X €Y

neveljaven, Ce je x razred. Se pravi, Ce je x razred, potem x e Y sploh ni veljaven izraz. Ne moremo
govoriti o tem, da je resniCen ali neresnicen, saj sploh ni smiselen.

Vsaka mnozica je hkrati razred. Ni pa vsak razred tudi mnozica.

Razred je mnoZica, ¢e ga lahko skonstruiramo Se na kak drug nacin s pomocjo pravil za konstrukcije
mnozic (kartezi¢ni produkti, vsote, eksponenti, unije, preseki, podmnoZice in vse ostale konstrukcije
mnoZic, ki jih bomo Se spoznali).

Pravi razred je tak razred, ki ni mnoZica.

Z. zapisom

{ x| @(x)}

definiramo razred vseh objektov, ki zadoS¢ajo pogoju . Se pravi, da velja
ae{x| @x) } e o)

Poglejmo nekaj primerov.

Russellov razredr := { s | s ¢ s } vsebuje vse mnoZice, ki niso element same sebe. Paradoks smo
razreSili, saj je nesmiselno zapisati R e R.

Razred vseh mnozic

V := { S | S je mnoZica }

ki ga oznaCimo tudi s set. To je pravi razred. Res, €e bi bil v mnozica, potem bi lahko tvorili podmnozico
{Sev|s¢gs}

ki ni ni¢ drugega kot Russellov r. Tako bi spet dobili protislovje. Torej v ni mnoZica.

Ostali primeri, v katere se ne bomo poglabljali:

e razred vsehenojcev { s | 3t x e S . T }
e razred vseh grup
e razred vseh vektorskih prostorov

Z razredi lahko delamo tako kot z mnoZicami: tvorimo unije, preseke in produkte razredov, govorimo po
podrazredih). Pri tem uporabljamo enake oznake za operacije kot pri mnozicah. Paziti moramo le, da
razreda nikoli ne uporabimo kot element kake mnozZice ali razreda. Na primer, Ce je c razred, lahko
tvorimo "potencni razred" p(C), ki vsebuje vse podmnoZice c:

P(C) := { S| SeSet ASEC}



Ne smemo pa tvoriti { D | D € C }, ker bi s tem ¢ postal element razreda {p | D € C}.
Druzine mnozic

Pogosto imamo opravka z zbirko mnoZic. Ce je zbirka kon¢na, lahko mnoZice preprosto naStejemo in
vsako od njih poimenujemo
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Ce je mnoZic neskon¢no, jih morda lahko oStevil¢imo:
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A tu se zadeve Se ne konc€ajo, saj lahko v sploSnem obravnavamo poljubno zbirko mnozic. Takim zbirkam
pravimo druZine mnoZic. Druzina mnozic je indeksirana z elementi neke mnozice 1, ki ji pravimo
indeksna mnoZica. Za vsak i € I imamo mnozZico

To lahko izrazimo tudi takole:
Definicija: Druzina mnozic je preslikava 1 » set. MnoZici I pravimo indeksna mnoZica.
Primeri druZin:

1. Konc¢no zbirko mnozic lahko indeksiramo s kon¢no mnozico. Denimo, da imamo mnozice A, B, C,
D, E. Iz njih lahko tvorimo druZino s
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2. Mnozice v druZini se lahko ponavljajo. V prejSnjem primeru bi lahko na primer imeli A = ¢ in bi
tako veljalo s_1 = s_3. Skrajni primer je konstantna druZina, v kateri so vse mnoZice med seboj
enake.

3. Prazna druZina je druZina mnoZic, ki je indeksirana .
4. Prazno druZino moramo lociti od druZine praznih mnoZic

I » Set
i~ @

5. Neprazna druzina je druZina indeksirana z neprazno mnoZico. DruZina nepraznih mnoZic je druZina,
v kateri so vse mnoZice neprazne:

o Prazna druzina je druZina nepraznih mnozic.



o DruZina praznih mnoZic je lahko prazna druZina (ko je indeksna mnoZica )
o Druzina praznih mnozic je lahko neprazna druzina (ko je indeksna mnozica nerazna).

Konstrukcije in operacije z druzinami mnoZic

Operacije x, +, n in u lahko posploSimo tako, da namesto z dvema mnoZicama delujejo na poljubnem
Stevilu mnoZic. V ta namen uporabimo druZine mnoZic.

Kartezi¢ni produkt
Denimo, da imam druzino mnozicA : I -» Set.
Funkcija izbire f za a je prirejanje, ki vsakemu indeksu i e 1 priredi neki element £(i) € A iizA i.

Primer: funkcija izbire za druZino

A : N » Set
An={xeR | 0<x<2%-n)}
je na primer £(n) = 2" (-n - 1) ali pa f(n) = 2"(-n) / 3.To ni edina funkcija izbire za a.

Kartezicni produkt druzine A : 1 » Set je mnoZica

1 (i€ I)Aai

katere elementi so funkcije izbire za a. To je nova konstrukcija mnoZice.
Zavsak j e I imamo j-to projekcijo

m 3 : JlL(ie€eI)Ai->Aj
mj : £~ £(3J)

Obicajni kartezi¢ni produkt dveh mnoZic je poseben primer produkta mnoZic, namre¢ druZine mnoZic, ki
je indeksiranaz 1 = {1, 2}.Natan¢neje, velja

AxB=] (i€ {1, 2}) Cc i

kjerjec_1 = ainc_2 = B.

Tudi eksponentna mnoZica je poseben primer produkta mnoZzic, saj velja
B*A = [[ (a € A) B

Na desni imamo produkt konstantne druZine mnozZic

A > Set
a+~»B

Koprodukt ali vsota mnozic

Vsoto mnozZic posploSimo na koprodukt druzine. Za dano druzinoa : I » Set tvorimo mnozico
I (ie1I)Aai

Elementi koprodukta so oblike



Lk(a)

kjerjek € Iina e A k. Preslikavi

Lk : Ako->] (ieI)Ai

pravimo k-ta injekcija.

Poseben primer koprodukta je vsotaa + B, saj velja
A+B=] (ke {1, 2}) Ck

kjer je

{1, 2} » set

1 =14
2 = B.
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Kartezi¢ni produkt A x B je tudi poseben primer koprodukta, saj velja
A xB=] {ae€A} B
Na desni imamo tokrat koprodukt konstantne druZine mnozic

A » Set
a+~» B

Presek in unija druzine

Presek in unija druZine A : I » Set je definirana takole:

U(lieI)yAai={x]|]3ieI.xeni}

N (ie1)yai {x | vieI.xeAi}

Pozor! Na desni strani imamo razred! Res se lahko zgodi, da dobimo pravi razred, denimo kot presek
prazne druZine:

N(iew)Ai={x|Vviewd.xeAili}={x]|T}=V

Kdaj pa dobimo mnoZico? Presek neprazne druZine je vedno mnoZica. Res, ¢e imamo k e I, potem velja
N(iewvw)ai={xeAk|Viewod.xeAi}

Sedaj na desni ne stoji ve€ razred, ampak podmnoZica mnoZice a_k.

Kaj pa unija druZine mnozic? Ali je mnoZica, ali bi lahko dobili pravi razred, denimo v, kot unijo druZine
mnoZzic? Izkaze se, da za to potrebujemo aksiom:

Aksiom: Unija druZine mnoZic je mnoZica.



