Boolova algebra

Resni¢nostne tabele

Vsaka izjava ima resni¢nostno vrednost. Resni¢nostni vrednosti sta L (resnica) in T (neresnica).
Primer: L v (T = T) jeresniCna, njena resni¢nostna vrednost je T.
Primer: 2 + 2 = 5 je neresni¢na, njena resni¢nostna vrednost je L.

Kadar izjava vsebuje spremenljivke (pravimo jim tudi parametri), je njena resni¢nostna vrednost odvisna
od parametrov.

Primer: Naj bosta x, y € N.ResniCnostna vrednost izjave x + y < 3 je odvisna od x in y, kar lahko
prikazemo z resni¢nostno tabelo:

x|y | x+2*y<3

Kot vidimo, je lahko takSna tabela neskon¢na, kar ni prakti¢no.

V izjavi lahko nastopajo tudi izjavne spremenljivke ali izjavni simboli, to se spremenljivke, ki
zavzamejo vrednosti L in T.

Primer: Naj bostap, g € 2.Tedajje - p v gizjava, katere resni¢nostna tabela je

Izjava@(p_1, .., p_n),V kateri nastopajo izjavne spremenljivke p_1, ..., p_n (in nobeni drugi parametri)
doloca preslikavo

2 X X 2 - 2
s predpisom
(p_1, «, p_n) » @(p_1, .., p_n)

Preslikavi, ki slika iz produkta 2 x - x 2 v 2 pravimo Boolova preslikava. PrikaZemo jo lahko z
resni¢nostno tabelo. Ce ima preslikava n argumentov, ima tabela 2”n vrstic.

Tavtologije



Izjava je tavtologija, Ce je njena resni¢nostna vrednost T ne glede na vrednosti parametrov. Premisli: kako
iz resni¢nostne tabele razberemo, ali je izjava tavtologija?

Izrek: Naj bo ¢ izjava, v kateri nastopajo le izjavni simboli p_1,..,p_n. Tedaj velja:

1. Ce je ¢ tavtologija, potem ima dokaz.
2. Ce ima ¢ dokaz, je tavtologija.

Dokaz. Dokaz najdete v N. Prijatelj: Osnove matematicne logike (1. del).

Izrek je pomemben, ker nam pove, da lahko dokazovanje izjav v nekaterih primerih nadomestimo s
preverjanjem resni¢nostnih tabel.

Opomba:* 1zrek velja samo za izjave, ki jih sestavimo iz izjavnih simbolov, L, T in logi¢nih veznikov -,
A, Vv, =, . Za sploSne izjave, ki vsebujejo tudi ¥ in 3 izrek ne velja.

Polni nabori

Vsaka formula v izjavnem racunu ima resnic¢nostno tabelo. Ali lahko vsako tabelo dobimo kot
resni¢nostno tabelo neke formule? Na primer, ali obstaja formula, katere resni¢nostna tabela se glasi

Odgovor je pritrdilen. Na kratko povejmo, kako dobimo tako izjavo. Imamo dve mnoZnosti.

Disjunktivna oblika: za vsako vrstico v tabeli, ki ima vrednost T zapiSemo konjunkcijo simbolov in
njihovih negacij, pri Cemer negiramo tiste simbole, ki imajo v dani vrstici vrednost L. Na primer, v zgornji
tabeli imata druga in tretja vrstica vrednost T, zanju zapiSemo konjukciji:

1. vrstica: = p A g

1. vrstica:p A - g
Nato tvorimo disjunkcijo tako dobljenih konjukcij:
(TP AQgQ) A (P ATQ)
Dobljena formula ima Zeleno resni¢nostno tabelo.

Konjunktivna oblika: za vsako vrstico v tabeli, ki ima vrednost L zapiSemo disjunkcijo simbolov in
njihovih negacij, pri Cemer negiramo tiste simbole, ki imajo v dani vrstici vrednost 7. Na primer, v zgornji
tabeli imata prva in Certrta vrstica vednost L, zanju zapiSemo disjukciji:

[ ]
1. vrstica:p v g

1. vrstica: ~ p v 7 g

Nato tvorimo konjunkcijo tako dobljenih disjunkcij:



(pVa A (TP V ™)
Zgornjo tabelo bi lahko dobili tudi kot resni¢nostno tabelo formule
p e dq

Vidimo, da lahko vsako resni¢nostno tabelo dobimo z uporabo veznikov -, v in A. Polni nabor je tak
izbor veznikov, k katerim lahko dobimo vsako resni¢nostno tabelo.

Torej je -, v, A poln nabor. Lahko bi ga $e zmanjSali na -, A, saj lahko
pVda
izrazimo kot

P A Tq.
Boolova algebra

Ekvivalentni izjavi imata enake resni¢nostne vrednosti, torej lahko ekvivalenco « obravnavamo kar kot
enakost, saj to tudi je, kar se ti€e resni¢nostnih vrednosti. Zato lahko namesto p « g piSemo tudip = q, e
imamo v mislih le resni¢nostne vrednosti.

(Opomba: izjavi sta lahko ekvivalentni, a nimata enakega pomena. Na primer, izjaviV x, y € R . x +
y =y +xin¥Va €ER . sin(2 a) = 2 + cos o + sin a staekvivalentni, saj sta obe resni¢ni, a ne
moremo reci, da je njun pomen enak.)

Za logicne veznike veljajo algebrajska pravila. Ta pravila lahko uporabljamo kot racunska pravila, s
katerimi lahko izjavo poenostavmi v ekvivalentno obliko. Pogosto je tako raCunanje bolj prikladno kot
dokazovanje. Spodaj nasteta pravila lahko preverimo tako, da zapiSemo resni¢nostne tabele izjav in jih
primerjamo.

Pravilom, ki veljajo za logi¢ne veznike, pravimo Boolova algebra.
Pravilaza 7 in 1

T (T absorbira v)
e T A p = p(T jenevtralni element za A)

=
<
o
Il

® | A p = 1 (L absorbiraa)

1L Vvop
® | =T

p (L je nevtralni element za A)

Pravila za negacijo -

e -—p = p (negacija je involucija)
e de Morganovi pravili:

°© (pAQg) ="pPV g

°© (p Vg ="pATq

Pravila za konjukcijo in disjunkcijo



p A g = g A p(konjunkcija je komutativna)
p A p = p (konjunkcija je idempotentna)

® (p Ag) Ar =p A (g A r) (konjunkcija je asociativna)

e p v g =g Vv p(disjunkcija je komutativna)

e p v p = p (disjunkcija je idempotentna)
® (pVg)Vr=pV (qV r)(disjunkcija je asociativna)

Absorbcijski pravili:

® pA(PVQ =p
® pV(pAQ) p

Distributivnostni pravili:

(P AQ)V (PAT)
(P Vg A(pVrI)

® p A (qVr)
® pV (g Ar)

Ostala pravila

e p v - p = T (izkljuCena tretja moznost)
® pAN"p =1

® (p=49) = (7q = 7p)

® (p=>9q) ="gqVep

Ekvivalence za kvantifikatorje

ZapiSimo Se uporabna logi¢na pravila za kvantifikatorje. Tokrat uporabimo « namesto =, ker je to bol]
obicajno.

o (Vx€o . 9(x))eT

e (I1x€2 . @(x)) e L

e (VY x € {a} . 9(x)) = ¢(a)

e (3 x € {a} . 9(x)) = ¢(a)

e "~ Vx€EA.QPEX)) I x€EA.Q(X)

e (- IxEA. Px))=eVxEA. Q)

e (Y=Y x€EA.QPX)) «oVXxEA. Y= Q(X)

e (y vYVxEA.QPX)) o VXEA. YV Q(X)

e (WAIxEA.QPx)) T xXEA. Y A Q(X)

¢ (Vu€EAxXxB.Q(u)) eoVx€EA.VYVyEB.OOKXR, V)

¢ (Fu€EAXB.Q(u)) oI x€EA.TyEB. O, Y)

® (Wu€A+B. @Qu) « (VxEA. Q(ini(x))) A (Vy EB . @(inz2(y)))
® (Wu€AUB.Q(u) o (VxEA. QX)) N(VYyEB . Q(y))

® (Fu€EA+B . @Q(u)) (I xEA. @Q(ini(x))) V(T y EB . @(inz2(y)))
® (Fu€EAUB . Q(u)) e (IxEA. Qx))V (Y EB. QYY)

® (Vu€ {x€A ]| yYmx}.0ou)eVxEA.YEX) = ()

® (Fu€{x €A | Y} . 0u) eI xEA. Y A QLX)

Te ekvivalence je treba preveriti tako, da jih dokazemo.

Podmnozice in potenCne mnozice



Definicija relacije c

Pravimo, da je mnoZica s podmnoZica mnoZice T, piSemo s ¢ T,koveljaV x € s . x € T.Pravimo
tudi, da je s vsebovana v T in da je T nadmnozica s.

Vedno veljae € sins ¢ s.
Princip ekstenzionalnosti za mnoZice pravi:
S=Te (VxES.SET)A(NVNYyET.yES)

kar lahko zapiSemo s podmnoZicami:

N

S=TeeSETAT S

Vsaka podmnoZica s < a opredeljuje neko lastnost elementov iz A: tisti elementi, ki imajo opredeljeno
lasnost, so v s, ostali pa ne.

Primer: naj bo p mnoZica vseh prastevil, torej je P ¢ N. PodmnoZica p opredeljuje lasnost "je prastevilo".
Kako tvorimo podmnozice

Ce je @(x) logi¢na formula, v kateri nastopa spremenljivka x € a, lahko tvorimo mnoZico

{ x €A [ 0x)}

Pri tem je x vezana spremenljivka. Za to mnozico velja:

a€ {xEA| QPx)}a€hrAo@a)

Povedano z besedami: elementi mnoZice { x € A | @(x) } so tisti elementi iz A, ki zadoS¢ajo pogoju ¢.
Velja{ x €A | ¢(x) } € A.

Poleg tega velja

{x €EA | o(x)} S{xEA | Yx)} =V xERA. QX)) = Y(X)

Kanonicna inkluzija

Za podmnozico s € T definiriamo kanoni¢no inkluzijo ali kanoni¢no vkljucitevi s : s - T,s
predpisom i_s : x » x (to ni identiteta, razen v primeru s = T!). Oznaka i_s ni standardna, pravzaprav
standardne oznake ni.

Cejef : T » uins ¢ T, pravimo kompozitumu £ o i s *zoZitev preslikave £ na s, piSemo £|_s.

Poten¢na mnozica

Definicija poten¢ne mnozZice

Za vsako mnoZico a tvorimo mnoZico P(a), ki ji pravimo potencna mnozica. Elementi potencne mnoZice
P(A) so natanko podmnozice mnoZice A:

S €EP(A) » SCA



Primer: p(2) = {2}
Primer: P({a,b,c}) = {{}, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}
Karakteristicne funkcije

Karakteristi¢na funkcija na mnoZici a je fukcija z domeno a in kodomeno 2. Tuje 2 = {L, T} mnoZica
resni¢nostnih vrednosti.

Eksponentna mnoZica 2"a je torej mnoZica vseh karakteristicnih funkcij na a.

Opomba: karakteristi¢ne funkcije se uporabljajo tudi v analizi, kjer jih obi¢ajno razumemo kot preslikave
A - {0,1} namesto A -» {1, T}.Ker sta mnozici {L,T} in {0,1} izomorfni, to ni bistvena razlika.

Karakteristicno funkcijo si lahko predstavljamo kot preslikavo, ki opredeljuje neko lastnost elementov a:
tisti elementi, ki imajo opredeljeno lastnost, se slikajo v T, ostalipav ‘L.

Primer: preslikavap : N - 2, definirana s predpisom

T, e n je prastevilo
1, ¢e n ni prastevilo

p(n)
p(n)

je karakteristi¢na preslikava lastnosti "je prastevilo".

Izomorfizem p(a) = 2°a

Videli smo, da lahko neko lastnost elementov mnoZice a predstavimo bodisi s podmnoZico bodisi s
karakteristicno preslikavo. To nam da idejo, da med podmnoZzicami a in karakteristicnimi preslikavami na
A obstaja neka zveza.

Izrek: p(a) = 272
Dokaz. Definirajmo preslikavi

X : P(A) » 2°A
€ : 2°A > P(A)

s predpisoma

X S(x) := 1L e x & s

X _S(x) := T & x € S

in

E f :={x €A | £(x) = T}.

Ta predpisa bi lahko krajSe zapisali tudi takole:

X_S(x) := (x € S)
€ f := {x €A | £(x) }

Preslikavi x_s pravimo karakteristicna funkcija podmnozice s.
Trdimo, da sta x in € inverza:

1. Dokazimo x o & = id_{2"A}. Uporabimo princip ekstenzionalnosti za preslikave. Najbo £ € 2"a.



DokaZzimo, da je x_{§ £} = £.Uporabimo princip ekstenzionalnosti za preslikave. Najbo x € a:
X_{&_£}(x) = (x € §_£f) = £(x).

2. Dokazimo § o y = id_{Pp(a)}. Uporabimo princip ekstenzionalnosti za preslikave. Najbo s €
p(a).Dokazimo,daje § {x s} = s:

E {XS}={x€A| XS(x)}) ={x€EA| x€EsS} =358 O
Boolova algebra podmnozic

PodmnoZice mnoZice a tvorijo Boolovo algebro za operaciji presek n in unija u.
Boolova algebra mnozic (unija, presek, komplement).

Operacija simetri¢na razlika e. Potent¢na mnoZica tvori komutativno grupo za to opreacijo.



