Boolova algebra

Resni¢nostne tabele

Vsaka izjava ima resni¢nostno vrednost. Resni¢nostni vrednosti sta L (resnica) in T (neresnica).
Primer: L v (T = T) jeresniCna, njena resni¢nostna vrednost je T.
Primer: 2 + 2 = 5 je neresniCna, njena resni¢nostna vrednost je L.

Kadar izjava vsebuje spremenljivke (pravimo jim tudi parametri), je njena resni¢nostna vrednost odvisna
od parametrov.

Primer: Naj bosta x, y e N.ResniCnstna vrednost izjave x + y < 3 je odvisna od x in y, kar lahko
prikazemo z resni¢nostno tabelo:

Kot vidimo, je lahko takSna tabela neskoncna, kar ni prakti¢no.

V izjavi lahko nastopajo tudi izjavne spremenljivke ali zijavni simboli, to se spremenljivke, ki
zavzamejo vrednosti L in T.

Primer: Naj bostap, g € 2.Tedajje ~ p v qizjava, katere resni¢nostna tabela je

Izjava @ (p_1, .., p_n),V kateri nastopajo izjavne spremenljivke p 1, ..., p_n (in nobeni drugi parametri)
doloca preslikavo

2 x o x 2 5 02
s predpisom
(p_1, .., p_n) » @(p_1, .., p_n)

Preslikavi, ki slika iz produkta 2 x -+ x 2 v 2 pravimo Boolova preslikava. PrikaZemo jo lahko z
resni¢nostno tabelo. Ce ima preslikava n argumentov, ima tabela 2”n vrstic.

Tavtologije



Izjava je tavtologija, Ce je njena resni¢nostna vrednost T ne glede na vrednosti parametrov. Premisli: kako
iz resni¢nostne tabele razberemo, ali je izjava tavtologija?

Izrek: Naj bo o izjava, v kateri nastopajo le izjavni simboli p_1,..,p_n. Tedaj velja:

1. (:je je ¢ tavtologija, potem ima dokaz.
2. Ce ima ¢ dokaz, je tavtologija.

Dokaz. Dokaz najdete v N. Prijatelj: Osnove matematicne logike (1. del).

Izrek je pomemben, ker nam pove, da lahko dokazovanje izjav v nekaterih primerih nadomestimo s
preverjanjem resni¢nostnih tabel.

Opomba:* 1zrek velja samo za izjave, ki jih sestavimo iz izjavnih simbolov, 1, T in logi¢nih veznikov -,
A, Vv, =, &. Za sploSne izjave, ki vsebujejo tudi v in 3 izrek ne velja.

Polni nabori

Vsaka formula v izjavnem racunu ima resnicnostno tabelo. Ali lahko vsako tabelo dobimo kot
resni¢nostno tabelo neke formule? Na primer, ali obstaja formula, katere resniCnostna tabela se glasi

Odgovor je pritrdilen. Na kratko povejmo, kako dobimo tako izjavo. Imamo dve mnoZnosti.

Disjunktivna oblika: za vsako vrstico v tabeli, ki ima vrednost T zapiSemo konjunkcijo simbolov in
njihovih negacij, pri Cemer negiramo tiste simbole, ki imajo v dani vrstici vrednost L. Na primer, v zgornji
tabeli imata druga in tretja vrstica vrednost T, zanju zapiSemo konjukciji:

° 1. vrstica: - p A g
° 1. vrstica:p A - g

Nato tvorimo disjunkcijo tako dobljenih konjukcij:
(TP AQg A (PATQ)
Dobljena formula ima Zeleno resni¢nostno tabelo.

Konjunktivna oblika: za vsako vrstico v tabeli, ki ima vrednost L zapiSemo disjunkcijo simbolov in
njihovih negacij, pri ¢emer negiramo tiste simbole, ki imajo v dani vrstici vrednost 7. Na primer, v zgornji
tabeli imata prva in Certrta vrstica vednost L, zanju zapiSemo disjukciji:

) 1. vrstica:p Vv g
) 1. vrstica: =~ p v = g

Nato tvorimo konjunkcijo tako dobljenih disjunkcij:
(pVvVa A (7pV 7q)

Zgornjo tabelo bi lahko dobili tudi kot resni¢nostno tabelo formule



p < q

Vidimo, da lahko vsako resni¢nostno tabelo dobimo z uporabo veznikov -, v in A. Polni nabor je tak
1zbor veznikov, k katerim lahko dobimo vsako resni¢nostno tabelo.

Torej je -, v, A poln nabor. Lahko bi ga Se zmanjsali na -, A, saj lahko
pVa
izrazimo kot

P A Tg.
Boolova algebra

Ekvivalentni izjavi imata enake resni¢nostne vrednosti, torej lahko ekvivalenco « obravnavamo kar kot
enakost, saj to tudi je, kar se tice resni¢nostnih vrednosti. Zato lahko namesto p < g piSemo tudip = q,
¢e imamo v mislih le resni¢nostne vrednosti.

(Opomba: izjavi sta lahko ekvivalentni, a nimata enakega pomena. Na primer, izjaviv x, y € R . x +
y =y +xIinv & €e R . sin(2 ) = 2 - cos o + sin « sta ekvivalentni, saj sta obe resni¢ni, a ne
moremo reci, da je njun pomen enak.)

Za logicne veznike veljajo algebrajska pravila. Ta pravila lahko uporabljamo kot racunska pravila, s
katerimi lahko izjavo poenostavmi v ekvivalentno obliko. Pogosto je tako racunanje bolj prikladno kot
dokazovanje. Spodaj nasteta pravila lahko preverimo tako, da zapiSemo resni¢nostne tabele izjav in jih
primerjamo.

Pravilom, ki veljajo za logi¢ne veznike, pravimo Boolova algebra.
Pravilaza 7 in 1

T (T absorbira v)
p (T je nevtralni element za A)
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p (L je nevtralni element za A)
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Pravila za negacijo -

e -—p = p (negacija je involucija)
e de Morganovi pravili:

°© (pAQ) ="pPVq

°© *(pVQq ="pAq

Pravila za konjukcijo in disjunkcijo

g A p (konjunkcija je komutativna)
p (konjunkcija je idempotentna)

® pAQ
® pAPp



® (pAg) Ar=p A (g r)(konjunkcija je asociativna)

e p v g =g Vv p(disjunkcija je komutativna)

e p v p = p (disjunkcija je idempotentna)
® (pVvag) Vr=pV (qV r)(disjunkcijaje asociativna)

Absorbcijski pravili:
® pA(pPVQ =p
®pVvV(pArQg) =p

Distributivnostni pravili:

®*pA(qgVvr)=(pAQq VvV (pPAT)
® pVv(qAr) (PpVa A(pVr)

Ostala pravila

p v = p = T (izkljuCena tretja mozZnost)
pATpP=1

(p = q) = (7g = 7p)

(p = 9q) ="9QVp

Ekvivalence za kvantifikatorje

ZapiSimo Se uporabna logicna pravila za kvantifikatorje. Tokrat uporabimo < namesto =, ker je to bolj

obicajno.
® (VxXxegd. p(x)) T
® (I xe Jd . P(x)) & 1L
® (Vxe {a} . P(x)) & ®(a)
® (I x e {a} . P(x)) & @P(a)
® (" VXXeEA.PX)eIxe A . TP(x)
@ ("I XEA. P(X)) & VXXeEA.P(X)
® (Y >VxXeA. P(x)) & VeA .| =((x)
® (Y VVXEA. PX)) & VXXeA. VYV P(x)
® (WAITIxeA. P(x)) &3I3xehA . PA(x)
® (VueAXxXxB . @P(u)) ® VXeA.VyeB. Qx,Y)
® (JueAXxXB.@Pu)) ®3IxeA.3ITJyeB. Px,Y)
® (VueA+B. P(u)) & (VXeEA. P(L1(x))) AN (VY eB . @P(Ll2(y)))
® (WueAUB.Q@(u)) & (VXeA.@X))A(VYyeB. @y))
® (3ueA+B.@u)) & (IxeA. @i(x))) vV (IyeB. @a(y)))
® (JueAUB . ®(u)) & (I xeA. P(X)) V(I yeB. P(y))
® (Vue {xed | P} . @) e Vxed.Px = Q)
® (Fue{xeA | Yx)} . Pu)) © 3IxeA. PYx) A PX)

Te ekvivalence je treba preveriti tako, da jih dokazemo.



