Ravninska geometrija

Ravninska geometrija v Mathematici

V Mathematici lahko dokazemo osnovne izreke iz ravninske geometrije na zelo brutalen nacin: v ravnino vpeljemo koordinatni sistem in vse
racunamo analiti¢no s pomoc¢jo koordinat. Dobimo komplicirane formule, ki pa jih zna Mathematica poenostaviti.

Kako v Mathematici predstavimo geometrijske objekte

V ravninski geometriji imamo opravka z osnovnimi pojmi tocka, premica, daljica, kot in krog.V Mathematici te pojme predstavimo simbolno:

Tocko s koordinatama (x, y) predstavimo z izrazom tocka[x, y].

Premico, ki je dolocena z enacbo a x + b y == ¢ predstavimo z izrazom premica[a, b, c]. Opomba: eksplicitna enacba premice y == k x + n
ni primerna, ker z njo ne moremo predstaviti navpi¢ne premice.

Daljico s krajiS¢ema p in g predstavimo z izrazom daljical[p, q]. Na primer, daljica med tockama tocka[1l, 2] in tocka[-3,1] je
predstavljena z izrazom daljica[tocka[l, 2],tocka[-3,1]].

Trikotnik z ogli$¢i p, g, r predstavimo z izrazom trikotnik[p, q, r].

Kot z vthom pri p in krakoma, ki ga dolocata tocki g in r predstavimo z izrazom kot [p, q, r].

KroZnico s sredi§¢em v toc¢ki p in polmerom r predstavimo z izrazom kroZnica [p, r] . Na primer, enotska kroZnica je predstavljena z izrazom

kroznica[tocka[0,0],1].

Osnovne geometrijske konstrukcije
Napisimo nekaj osnovnih funkcij za geometrijske konstrukcije.
= Pomozne funkcije

Tocke v ravnini lahko obravnavamo tudi kot vektorje, zato definiramo seStevanje in odsStevanje tock. Dodamo Se pravilo, ki pove, da sta tocki enaki,
¢e imata enake koordinate:

tocka /: (tocka[x_, y_] ==tocka[u_, v_]) := (X=ué&&y-=vV)

tocka /: (tocka[x_, y_] +tocka[u_, v_]) :=tocka[x+u, y+ V]

tocka /: (tocka[x_, y_] -tocka[u_, v_]) :=tocka[x-u, y-vV]

Normirani vektor:

. |

\/x2+y2 , \/x"’+y2

normirana [tocka[x_, y_]] :=tocka [

= Premica dolo¢ena z dvema to¢kama:

Enacba premice, ki poteka skozi tocki (u, v)in (s, t):

Solve[{au + bv == ¢, as + bt =c¢}, {a, b}]

-ct+cv -CcCs+cCcu
{{aa— , b-> - }}
tu-sv -tu+sv

Ce vzamemo ¢ = t u - s v, se imenovalci pokraj$ajo in dobimo enatbo premice
(t-v)x+(u-s)y=tu-sv.
Napisimo funkcijo, ki izraCuna premico skozi dani tocki:
premica[tocka[u_, v_], tocka[s_, t_]] := premica[t-v, u-s, txu-sx*v]
Napisimo $e funkcijo, ki vrne nosilko daljice:
nosilka[daljica[p_, q_]] := premica[p, q]

Primer:
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premica[tocka[l, 1], tocka[-1, 0]]
premica[-1, 2, 1]

= PresecisSce premic:

PreseCisCe premica x + by == cindx + ey = f:

Solve[{ax+by=c,dx + ey =f£f}, {x, y}] // Simplify

ce-bf cd-af
{x- Fvo )
-bd+ae bd-ae

Napisimo funkcijo, ki izracuna presecisce premic:

cxe-bxf axf-cxd

tocka[premica[a_, b_, c_], premica[d_, e_, £_]] := tocka[ , ]
axe-bxd axe-bxd

Primer:
tocka[premica[l, -1, -1], premica[2, 3, 0]]
3 2
tocka[——, —}
5 5

= Pravokotnica na premico skozi dano tocko:

Enacba pravokotnice na premico a x + by == c skozi tocko (u, v) je
-bx+ay=-bu+av.
pravokotnica [premicaa_, b_, _], tocka[u_, v_]] := premica[-b, a, -b*xu+axv]
Primer:

pravokotnica [premica[0, 1, 0], tocka[O, 0]]
premica[-1, 0, 0]
= Vzporednica k premici skozi dano tocko:
vzporednica [premicala_, b_, _], tocka[u_, v_]] := premicala, b, a*xu+bx*v]
Primer:
vzporednica [premica[l, 2, 7], tocka[-2, 3]]
premical[l, 2, 4]
= Razpolovi$ce in simetrala daljice:
razpolovisce [tocka[u_, v_], tocka[s_, t_]] :=tocka[(u+s) /2, (v+t) /2]
razpolovisce [daljica[p_tocka, g_tocka]] := razpolovisce [p, q]

simetrala [d_daljica] := pravokotnica [nosilka[d], razpolovisce [d]]
simetrala [p_tocka, g _tocka] := simetrala[daljica[p, q]]

Primer:
simetrala[daljica[tocka[0, 0], tocka[2, 1]]]
5
premica {2, 1, —]
2
= Simetrala kota

simetrala[kot[p_, q , r_]] :=
premica[p, p + razpolovisce [normirana[q - p], normirana[r -p]]]

Primer:
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simetrala [kot [tocka [0, 0], tocka[x, y], tocka[u, v]]]

1 v vy 1 u X
premica [— + , — |- - , 0
g \/u2+v2 \/x2+y2 \/u2+V2 \/x2+y2
= Pravokotnost premic:
Napisimo predikat pravokotniQ[p, g], ki vrne True, Ce sta premici p in g pravokotni:
pravokotniQ [premicaa_, b_, _], premica[d_, e_, _]] := (a*xd+b*e =0)
Primer:
pravokotniQ [premica [0, 1, 0], premica[l, 0, 0]]
True
pravokotniQ [premica[1l, 1, 0], premica[-1, -1, 0]]
False
= Vzporednost premic
vzporedniQ [premicala_, b_, _], premica[d_, e_, _]] := (a*e-bxd=0)
Primer:
vzporedniQ [premica[1l, 2, 0], premica[-3, -6, 10]]
True
= Pripadnost tocke premici
Predikat pripadaQ[t, p] vrne True, ¢e tocka t leZi na premici p.
pripadaQ[tocka[u_, v_], premicaa_, b_, c_]] := (a*u+b*xv=12c)

Primer:
pripadaQ[tocka[10, 11], premica[-1, 1, 2]]
False
= Kolinearnost tock
kolinearneQ[p_, q , r_] := pripadaQ[p, premica[q, r]]
Cev funkcijo kolinearneQ vstavimo sploSne koordinate, dobimo enacbo, ki izraZa dejstvo, da so tri tocke kolinearne:
kolinearneQ [tocka[x;, y1], tocka[x,, y2], tocka[xs3, y3]] // Simplify
Ko Y1+ X3 (Y1 +¥2) + X1 (-Y2+VY3) = X2 V3
= Konkurentnost premic
Pravimo, da so premice p, g in r konkurente, Ce se sekajo v skupni tocki.
Napisimo predikat konkurentneQ[p, g, r], ki vine True, ¢e so dane premice konkurentne:
konkurentneQ [p_premica, g _premica, r_premica] := pripadaQ[tocka[p, q], r]
Poglejmo, kaksno formulo dobimo v splo§nem:

konkurentneQ [premica[aa;, bb;, cc;],

premica[aa,, bb,, cc,;], premica[aas, bbs, cc3]] // Simplify

bbs (-aa; ccy + aaj ccy) + aas (bb, ccy; - bby ccy)

= CCj3
-aa, bb; + aa; bb,

= Razdalja med tockama

Funkcija razdalja2 [p, q] izraCuna kvadrat razdalje med tockama pin q.
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razdalja2 [tocka[u_, v_], tocka[s_, t_]] := (u- s)2 + (v - t)2
Funkcija razdalja[p, q] izratuna razdaljo med tockama p in q.
razdalja[p_tocka, g_tocka] := Sqrt[razdalja2[p, q]]

Kadar dokazujemo, da sta razdalji d; in d, enaki, je obi¢ajno lazje dokazati, da sta enaka njuna kvadrata. Zato bo pri dokazovanju izrekov prav
prisla predvsem funkcija razdalja2.

= Razdalja med toc¢ko in premico

(a*x+b*y—c)2
razdalja2 [tocka[x_, y_], premicala_, b_, c_]] :=

a? + b?

razdalja[t_tocka, p_premica] := \/razdaljaz [t, p]
Primer:

razdalja[tocka[l, 1], premica[l, 1, 0]]

Vo

= Pravokotna projekcija tocke na premico

Solve [{pripadaQ[tocka[u, v], premica[a, b, c]],
pravokotniQ [premica[a, b, c], premica[tocka[x, y], tocka[u, v]]]1}, {u, v}] // Simplify

ac+b’x-aby bc-abx+a’y
{{u- , v 1
a? +p? a? +p?
ac+b’x-aby bc-abx+a?y
projekcija[tocka[x_, y_], premicala_, b_, c_]] := tocka[ , ]
a? + b? a? +p?

= Zrcaljenje tocke ¢ez premico

Solve [tocka[premica[a, b, c¢], pravokotnica [premica[a, b, c], tocka[x, y]]] ==
razpolovisce [tocka[x, y], tocka[u, v]], {u, v}] // Simplify

x+b’x-2aby 2bc-2abx+a’y-Db’y

(e == )

a’ +Db? a? + b?

zrcali [tocka[x_, y_], premica[a_, b_, c_]] :=

2ac-a’x+b?x-2aby 2bc-2abx+a?y-b?*y
tocka[ , ]
a? + b2 a? + b?
Primer:

zrcali [tocka[l, 2], premica[l, -1, 0]]

tockal[2, 1]

Grafi¢ni prikaz geomerijskih konstrukcij

NapiSimo funkcijo slika[lst], ki sprejme seznam geometrijskih objektov tocka, daljica, kot in kroznica ter graficne ukaze.
Funkcija vrne seznam grafi¢nih ukazov, ki nariSejo dane geometrijske objekte.
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narisi[tocka[u_, v_]] := {AbsolutePointSize [6], Point [{u, v}]}
narisi[daljica[tocka[u_, v_], tocka[s_, t_]]] :=Line[{{u, v}, {s, t}}]

narisi[premicala_, 0, c_]] :=Line[{{c/a, -100}, {c/a, 100}}]
narisi [premicaa_, b_, ¢_]] :=Line[{{-100, (c+100a) /b}, {100, (c-100a) /b}}]

narisi [kroznica[tocka[x_, y_], r_]] :=Circle[{x, y}, r]

narisi[trikotnik [tocka[x_, y_ ], tocka[u_, v_], tocka[s_, t_]1]] :=
{AbsolutePointSize [4], Point[{x, y}], Point[{u, v}], Point[{s, t}],
Line[{{x, v}, {u, v}, {s, t}, {x, y}}1}
narisi[c_] :=¢
slika[lst_List] := Graphics[narisi /@ 1st, AspectRatio -» Automatic]
Primer uporabe:

Show[slika[{tocka[0, 0], tocka[5, 0], RGBColor[0O, 1, O],
tocka[3, 4], daljica[tocka[0, 0], tocka[4, 1]], RGBColor[1l, 0, O],
AbsoluteThickness [2], daljica[tocka[0, 0], tocka[3, 4]]1}11]

Izreki

Sedaj bomo z Mathematico dokazovali izreke v ravniniski geometriji. Ideja je preprosta: vse naredimo s sploSnimi koordinatami in ra¢unamo
analiticno. Res dobimo velike in nepregledne izraze, a Mathematica jih zna poenostaviti.

Omejili se bomo na osnovne izreke o trikotnikih. Definirajmo tri splosne tocke v ravnini, ki bodo sluZile kot ogli§¢a trikotnika:

a = tocka[xi, yil;
b = tocka[x2, y2];
c = tocka[x3, y3];

premica[a, b]
premica [-y1 + Y2, X1 - X2, ~X2 Y1 + X1 Y2

Opomba: izhodis¢e koordinatnega sistema bi lahko posavili v to¢ko a. V tem primeru bi veljalo x; = 0 in y; = 0, kar bi nekoliko poenostavilo

izraCune. Poleg tega bi lahko toc¢ko b brez izgube splosnosti postavili vb = tocka[l, 0].
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Ocrtani krog

simetrala [a, b]

1

1
premica|-x1 + Xz, ~Y1+ Y2, 5 (=%1 +X2) (X1 +X2) + 5 (-y1+y2) (Y1 +VY2)

Izrek: Simetrale stranic trikotnika se sekajo v skupni tocki, ki je sredisce trikotniku ocrtanega kroga.

Ali se simetrale sekajo v eni to¢ki, ugotovimo s funkcijo konkurentneQ:

konkurentneQ [
simetrala[a, b],
simetrala[b, c],
simetrala[c, a]
1

1 1
- (=% + x3) (5 (%1 +X2) (X1 +x2) + 5 (-y1+vy2) (Y1 +Y2)

|/

(-y2+vy3) -

(v1-vY3)

+

1 1

(-x1+ X2) > (-x2 +x3) (X2 + x3) +5 (-vy2+y3) (Y2 +Y3)

(= (=x2+x3) (-y1+y2) + (-x1+X2) (-y2+y3)) +

(-
1 1
((X1*X3) (5 (%1 +x2) (%1 +xp) + > (-y1+v2) (Y1 +V2)

1 1
(-y1+Y2) > (-x2 +x3) (X2 + x3) +§ (-vy2+y3) (v2+Y3) ]/
1 1
(= (=%x2+x3) (-y1+Y2) + (-x1+%2) (-y2+y3)) == 5 (x1 - %X3) (X1 +Xx3) + > (vy1-vy3) (v1+y3)

Ali je ta enacba veljavna? Poenostavimo jo z ukazom Simplify:

konkurentneQ [simetrala[a, b], simetrala[b, c], simetrala[c, a]] // Simplify

True

Preveriti moramo Se, ali je seiSce simetral res enako oddaljeno od oglis¢:
sredisceOcrtane = tocka[simetrala[a, b], simetrala[b, c]] // Simplify

x5 (-y1+vy2) +x3 (yi-vy3) - (x3+ (vi-vy2) (vyi-v3)) (v2-vy3)
tocka

2 (x3 (-y1+vy2) +%2 (Y1 -Y3) +X1 (-Y2+VY3))

2 2 2., o2 22, 2 2,02 02, o2
X (X2 = X3) + X3 X3 + X3 (*Y1+Y2> - %2 <X3*Y1+Y3> + X1 (*X2+X3*Y2+Y3)

2 (%3 (-y1+¥2) +%2 (Y1 -Y3) +x1 (-y2+Y3)) }

razdalja2 [a, sredisceOcrtane] ==
razdalja2 [b, sredisceOcrtane] ==

razdalja2 [c, sredisceOcrtane] // Simplify

True

Definirajmo Se funkcijo, ki izracuna ocrtano kroznico:

ocrtanaKroznica [trikotnik([p_, g, r_]] :=
kroznica [tocka[simetrala[p, q], simetrala[q, r]],

razdalja[r, tocka[simetrala[p, q], simetrala[q, r]]]]
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ocrtanaKroznica [trikotnik[a, b, c¢]] // Simplify

x5 (-y1+v2) + x5 (vi-vy3) - (x3+ (vi-v2) (vi-v3)) (v2-y3)
kroznica [tocka [

2 (%3 (-y1+Y2) +%2 (Y1 -Y3) +x1 (-y2+Y3))

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
XTI (Xp = X3) + X5 X3 + X3 (*Y1+Y2) - X2 (X3*Y1+Y3) + X (*X2+X3*Y2+Y3>]

’

2 (x3 (-y1+VvY2) +%2 (Y1 -Y3) +%1 (-y2+VY3))
1

5\/(((X§ (%2 - x3) +x5x3+ %5 (-x5+ (vi-v3)?) —x1 (x5 -x5+ (v2-v3)?) - %3 (v1-v2)

2 2 2 2
(Yi+ya-2y3)) + (x5 (vi-v2) +x5 (yi-vy3) +2x1 %3 (v2-y3) - (x]+ (y1-v2) (v1-v3))

2
(Y2-y3) +2 %2 %3 (-y1+7Y3)) )/(X3 (-y1+¥2) +%2 (Y1 -¥3) +X1 (*Y2+Y3))2H
Narisimo sliko:
koordinate = {x; -0, y1 20, 57, y2 > -1, x35 3, y3-»4};

Show[slikal[{
trikotnik[a, b, c],
RGBColor [0, O, 1],
simetrala[b, a],
simetralal[b, c],
simetrala[c, a]l,
sredisceOcrtane,
RGBColor[1, 0, 0],
ocrtanaKroznica [trikotnik [a, b, c¢]]} /. koordinate], PlotRange » {{-1, 8}, {-4, 5}}1;

Visinska tocka
Izrek: Visine trikotnika se sekajo v skupni tocki visinskaTocka, ki se imenuje visinska tocka trikotnika.
Definirajmo viSine trikotnika:

visinaA = pravokotnica [premica[b, c], a]
visinaB = pravokotnica [premica[c, a], b]
visinaC = pravokotnica [premica[a, b], c]

premical[-x; + X3, -y2 + Y3, X1 (-X2+X3) +y1 (-y2 +Y3)]
premica[x; - X3, Y1 - Y3, X2 (X1 -x%3) +y2 (y1-v3)]
premica[-x; + Xy, —Y1 + Vo, (X1 +X2) X3+ (-y1+VY2) V3]
Visine so konkurente:
konkurentneQ [visinaA, visinaB, visinaC] // Simplify
True
Visinska tocka:
visinskaTocka = tocka[visinaA, visinaB] // Simplify

(x2x3+ (y1-V2) (Y1-V¥3)) (Y2a-vy3) +x1 (X2 (Y1 -VY2) +X3 (-Y1+VY3))
tocka

X3 (my1+Y2) +x2 (Y1 -Y3) +X1 (-Y2+Y3)

(%2 +X3) (X2 (X1 -X3) +y2 (Y1 -V3)) - (X1 -%3) (X1 (-X2+X3) +y1 (-Y2+VY3))

x3 (y1-V2) +%x1 (Y2 -y3) +X2 (-y1+V¥3)

Slika:
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Show [
slika[{trikotnik[a, b, c¢], RGBColor[1l, O, 0], visinaA, visinaB, visinaC, visinskaTocka} /.

koordinate], PlotRange -» {{-2, 8}, {-2, 5}}]

Tezisce

Definiramo teziscnice:

teziscnicaA = daljica[a, razpolovisce [b, c]]
teziscnicaB = daljica[b, razpolovisce [c, a]]
teziscnicaC = daljica[c, razpolovisce [a, b]]

1

1

daljica{tocka[xl, vil, tocka[— (%5 +%3) ) — (V2 +y3)H
2 2
1 1

daljica[tocka[xz, v2l, tocka[— (%1 +x3), — (V1 +y3)H
2 2
1 1

daljica{tocka[xm vsl, tocka[— (x1+%3), — (y1 +y2)H
2 2

Preverimo, ali se sekajo v eni tocki:

konkurentneQ [
nosilka[teziscnicaA],
nosilka[teziscnicaB],
nosilka [teziscnicaC]
1// Simplify

True
Definirajmo teZisce:

tezisce =
tocka [nosilka[teziscnicaA], nosilka[teziscnicaB]] // Simplify

1 1
tocka 3 (X1 + X3 + X3), 3 (Y1 +Y2+Y3)

In Se slika:
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Show[slika[{trikotnik [a, b, c¢], RGBColor [0, O, 1],
teziscnicaA, teziscnicaB, teziscnicaC, tezisce} /. koordinate]]

Eulerjeva premica

Izrek:
Sredisce ocrtanega kroga, visinska tocka in teZisce trikotnika leZijo na skupni premici, ki se imenuje Eulerjeva premica trikotnika. TeZisce deli

daljico med srediscem ocrtanega kroga in visinsko tocko v razmerju 1:2.
Dokaz z Mathematico je zelo preprost:

pripadaQ[tezisce,
premica [sredisceOcrtane, visinskaTocka]] // Simplify

True

Preverimo Se, v kak§nem razmerju deli teZiS¢e daljico med sredi§¢em ocrtane kroZnice in viSinsko tocko:

razdalja[tezisce, sredisceOcrtane]

// Simplify
razdalja[tezisce, visinskaTocka]

1
2
Na koncu narisimo $e lepo sliko, ki prikazuje vse, kar smo povedali:

a /. koordinate

tocka [0, 0]

?? Text

Text[expr] displays with expr in plain text format.
Text[expr, coords] is a graphics primitive
that displays the textual form of expr centered at the point specified by coords. >

Attributes [Text] = {Protected, ReadProtected}

Options [Text] = {Background - None, ContentSelectable —» Automatic, FormatType :» Automatic}
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Show[slika|

{trikotnik[a, b, c], Text["A", {0, 0}, {1, 0}], daljica[visinskaTocka, sredisceOcrtane],
RGBColor [0, 1, 0], visinaA, visinaB, visinaC, visinskaTocka, RGBColor[1l, 0, 0],
ocrtanaKroznica [trikotnik [a, b, c]], simetrala[a, b], simetralal[b, c],
simetrala[c, a], sredisceOcrtane, RGBColor [0, 0, 1], teziscnicaA, teziscnicaB,
teziscnicaC, tezisce} /. koordinate], PlotRange -» {{-1, 8}, {-4, 6}}]



